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Äåíü Àíòîíà Ëóí¼âà è Âèòàëèÿ Íåñïèðíîãî

Äåíü ïåðâûé (19.02.2010ã).
Êîíòåñò Àíòîíà Ëóí¼âà è Âèòàëèÿ Íåñïèðíîãî

Îá àâòîðàõ...

Ëóí¼â Àíòîí Àíäðååâè÷, àñïèðàíò
Äîíåöêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà,
ñïåöèàëüíîñòü 01.01.01 �Ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç�.

Îñíîâíûå íàó÷íûå èíòåðåñû:

� ïîëíîòà è áàçèñíîñòü ñèñòåì êîðíåâûõ
âåêòîðîâ íåêîòîðûõ êëàññîâ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ;

�� òî÷íûå êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ äëÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ;

� êîðíåâûå ðåøåíèÿ îáîáùåííîãî óðàâ-
íåíèÿ Ìàðêîâà;

� èãðà Ãðþíäè è åå îáîáùåíèÿ.
Óâëåêàåòñÿ ïðîãðàììèðîâàíèåì.

Îñíîâíûå äîñòèæåíèÿ:

� òðèæäû (2005, 2006, 2007) áûë íàãðàæäåí ïåðâûì ïðèçîì íà ìåæäó-
íàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå äëÿ ñòóäåíòîâ IMC;

�� â 2006, 2007 ãîäàõ íàãðàæäåí ñåðåáðÿíîé ìåäàëüþ, à â 2008 - çîëîòîé,
íà ìåæäóíàðîäíîé ñòóäåí÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå â Èðàíå;

� â ñîñòàâå êîìàíäû DonNU United Äîíåöêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñè-
òåòà çàíÿë 7-å ìåñòî â 2008 ãîäó è 4-å ìåñòî â 2009 ãîäó íà ðåãèîíàëü-
íîé îëèìïèàäå ACM ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ (Southeastern European
Regional Contest);

� â 2009 ãîäó çàíÿë â ñîñòàâå êîìàíäû Äîíåöêîãî íàöèîíàëüíîãî óíè-
âåðñèòåòà 4-å ìåñòî íà Âñåóêðàèíñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäå ïî ïðî-
ãðàììèðîâàíèþ (ã. Âèííèöà);
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� çàíÿë 9-å ìåñòî â çèìíåé ñåðèè èíäèâèäóàëüíûõ ñîðåâíîâàíèé ïî ïðî-
ãðàììèðîâàíèþ SnarkNews Winter Series 2009 è 3-å ìåñòî â ëåòíåé ñå-
ðèè èíäèâèäóàëüíûõ ñîðåâíîâàíèé ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ SnarkNews
Summer Series 2009, ïî èõ èòîãàì íàãðàæäåí äèïëîìàìè òðåòüåé è
ïåðâîé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî.

Íåñïèðíûé Âèòàëèé Íèêîëàåâè÷,
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
(ñïåöèàëüíîñòü 01.02.01 �Òåîðåòè÷åñêàÿ
ìåõàíèêà�), ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
îòäåëà òåõíè÷åñêîé ìåõàíèêè Èíñòèòó-
òà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè
ÍÀÍ Óêðàèíû, àññèñòåíò êàôåäðû òåîðèè
óïðóãîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
Äîíåöêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà,
çàìåñòèòåëü ïðåäñåäàòåëÿ æþðè II-III
ýòàïîâ Âñåóêðàèíñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ ïî èíôîðìàòèêå â Äîíåöêîé îáëàñòè,
êîîðäèíàòîð Äîíåöêîãî ñåêòîðà Îòêðû-
òîãî êóáêà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ, òðåíåð
êîìàíä ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Äîíåöêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñè-
òåòà.

Îñíîâíûå äîñòèæåíèÿ:

� çàíÿë 1-å ìåñòî íà Âñåóêðàèíñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû ïî èíôîð-
ìàòèêå (Íèêîëàåâ, 2000);

�� â ñîñòàâå êîìàíäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÄîíÍÓ çàíÿë 1-å ìå-
ñòî íà Âñåóêðàèíñêîé ACM-îëèìïèàäû ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ è 8-å â
ëè÷íîì ïåðâåíñòâå (Âèííèöà, 2001);

� ïîäãîòîâèë ïðèçåðîâ ìåæäóíàðîäíûõ øêîëüíûõ îëèìïèàä � Ïåòð Ëó-
ôåðåíêî (2002), Ðîìàí Ðèçâàíîâ (2006), Âàäèì ßíóøêåâè÷ (2009);

� ñîâìåñòíî ñ À.È.Ïàðàìîíîâûì ïîäãîòîâèë êîìàíäó DonNU United, çà-
íÿâøóþ 7-å (2008) è 4-å ìåñòî (2009) â ACM SEERC.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Ëåêöèÿ ïî òåîðèè ÷èñåë

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {1, 2, 3, . . .}.
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Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}.
Z+ � ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {0, 1, 2, 3, . . .}.
a mod b � îñòàòîê ÷èñëà a ïðè äåëåíèè íà b.
(a, b) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ öåëûõ ÷èñåë a è b.
(a1, a2, . . . , an) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü n öåëûõ ÷èñåë

a1, a2, . . . , an.
[a, b] � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äâóõ öåëûõ ÷èñåë a è b.
[a1, a2, . . . , an] � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå n öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an.
O(f(n)) � íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò n, êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò

êîíñòàíòû, óìíîæåííîé íà f(n), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n.
τ(n) � êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n.
σ(n) � ñóììà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n.
ϕ(n) � êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî

ïðîñòûõ ñ n (òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ Ýéëåðà).
n! � ôàêòîðèàë n, ðàâåí 1 · 2 · . . . · n.
degp(n) � íàèáîëüøåå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî n äåëèòñÿ íà pk.
[x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõî-

äÿùåå x.
(an−1 . . . a1a0)p � p-è÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà. Çäåñü a0, a1, . . . , an−1 ∈

{0, 1, . . . , p − 1}. Çíà÷åíèå òàêèì îáðàçîì çàïèñàííîãî ÷èñëà âû÷èñëÿåò-
ñÿ ïî ôîðìóëå an−1p

n−1 + . . .+ a1p+ a0.

Ñðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.Äâà öåëûõ ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî
ìîäóëþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m (èëè ðàâíîîñòàòî÷íûìè ïðè äåëåíèè íà
m), åñëè ïðè äåëåíèè íà m îíè äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè.

Ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè: a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, åñëè

� èõ ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà m,

�� a ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå a = b+km, ãäå k � íåêîòîðîå öåëîå
÷èñëî.

Íàïðèìåð: 32 è −10F ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 7, òàê êàê 32 = 7 · 4 + 4 è
−10 = 7 · (−2) + 4.

Óòâåðæäåíèå �a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m� çàïèñûâàåòñÿ â âèäå: a ≡ b
(mod m).
Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ

1. Îòíîøåíèå ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

� ðåôëåêñèâíîñòè: äëÿ ëþáîãî öåëîãî a ñïðàâåäëèâî a ≡ a
(mod m).
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�� ñèììåòðè÷íîñòè: åñëè a ≡ b (mod m), òî b ≡ a (mod m).

� òðàíçèòèâíîñòè: åñëè a ≡ b (mod m) è b ≡ c (mod m), òî a ≡ c
(mod m).

2. Ñðàâíåíèÿ ìîæíî ñêëàäûâàòü ïî÷ëåííî: åñëè a1 ≡ b1 (mod m) è a2 ≡
b2 (mod m), òî a1 + a2 ≡ b1 + b2 (mod m).

3. Ñðàâíåíèÿ ìîæíî óìíîæàòü ïî÷ëåííî: åñëè a1 ≡ b1 (mod m) è a2 ≡ b2
(mod m), òî a1a2 ≡ b1b2 (mod m).

4. Åñëè a ≡ b (mod m), òî ak ≡ bk (mod m) ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k.

5. Åñëè a ≡ b (mod m) è m äåëèòñÿ íà d, òî a ≡ b (mod d).

6. Åñëè a ≡ b (mod m1) è a ≡ b (mod m2), òî a ≡ b (mod m), ãäå m =
[m1,m2].

7. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëà a è b áûëè ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, ïðåäñòàâ-
ëåííîìó â âèäå åãî êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ñîìíîæè-
òåëè pi: m =

∏n
i=1 p

αi

i , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå:

a ≡ b (mod pαi

i ), i = 1, 2, . . . , n.

8. Ñðàâíåíèÿ, íåëüçÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, äåëèòü íà äðóãèå ÷èñëà. Ïðèìåð:
14 ≡ 20 (mod 6). Îäíàêî, ñîêðàòèâ íà 2, ìû ïîëó÷àåì îøèáî÷íîå
ñðàâíåíèå: 7 ≡ 10 (mod 6). Ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñðàâíåíèé ñëå-
äóþùèå.

� Ìîæíî äåëèòü îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ íà ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ
ìîäóëåì: åñëè ac ≡ bc (mod m) è (c,m) = 1, òî a ≡ b (mod m).

�� Ìîæíî îäíîâðåìåííî ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü íà
èõ îáùèé äåëèòåëü: åñëè ac ≡ bc (mod mc), òî a ≡ b (mod m).

9. Íåëüçÿ òàêæå âûïîëíÿòü îïåðàöèè ñî ñðàâíåíèÿìè, åñëè èõ ìîäóëè íå
ñîâïàäàþò.

Áèíàðíûé àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü

Ïóñòü íàì òðåáóåòñÿ áûñòðî âû÷èñëèòü an mod m. Òîãäà ìîæíî ïîñòó-
ïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçëîæèì n â äâîè÷íóþ çàïèñü:

n = 2rk + . . .+ 2r2 + 2r1, rk > . . . > r2 > r1 ≥ 0.

Ïóñòü aj = a2j

mod m. Òîãäà:
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an ≡ a2rk+...+2r2+2r1 ≡ ark · . . . · ar2 · ar1 (mod m). (1)

ßñíî, ÷òî a0 = a mod m è aj+1 = a2
j mod m. Ýòè ôîðìóëû âìåñòå

ñî ñðàâíåíèåì (1) äàþò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ an mod m ñî ñëîæíîñòüþ
O(log n).

Åãî ìîæíî îïèñàòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïðèñâàèâàåì
ïåðåìåííîé p çíà÷åíèå 1 mod m (âçÿòèå ïî ìîäóëþ çäåñü èìååò ñìûñë,
êîãäà m = 1, íî ìîæíî, êîíå÷íî, ðàññìîòðåòü ýòîò ñëó÷àé îòäåëüíî), à
çàòåì â öèêëå âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Åñëè n mod 2 = 1, òî óìíîæèòü p íà a ïî ìîäóëþ m.

2. Ïîäåëèòü n íà 2, îêðóãëèâ ðåçóëüòàò âíèç, òî åñòü ïðèñâîèòü n ÷èñëî
[n/2].

3. Åñëè n = 0, òî âûéòè èç öèêëà.

4. Âîçâåñòè a â êâàäðàò ïî ìîäóëþ m.

Òîãäà îòâåò áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ïåðåìåííîé p.
Íà C++ ýòîò àëãîðèòì ìîæíî çàïèñàòü ñîâñåì êîðîòêî:

p=1%m;
for(;n;)
{

if(n%2) p=p*a%m;
if(n/=2) a=a*a%m;

}

Àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí íå òîëüêî äëÿ âîçâåäå-
íèÿ ÷èñåë â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ. Íî âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé ïðîèçâîëüíûõ
îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ ââåäåíà áèíàðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, íàïðè-
ìåð, íàõîäèòü ñòåïåíü ìàòðèöû èëè ïåðåñòàíîâêè. Ýòà èäåÿ ðàçâèâàåòñÿ â
ñëåäóþùåì ïóíêòå.

Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ âîçâðàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé

Âîçâðàòíîé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, a2, . . ., óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ ñîîòíîøåíèþ âèäà:

an = c1an−1 + c2an−2 + . . .+ ckan−k.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîçâðàòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áûëà ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëåíà, äîñòàòî÷íî çàäàòü åå ïåðâûå k çíà÷åíèé: a0, a1, . . . , ak−1. Òîãäà âñå
÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äî n-îãî ìîãóò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëå-
íû ïî ôîðìóëå çà O(kn) îïåðàöèé.

Åñëè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ëèøü an, òî ýòî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà
O(k3 log n). Ïðè óñëîâèè, ÷òî n � áîëüøîå çíà÷åíèå, à k íåâåëèêî (â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àå ýòî èìååò ìåñòî), òàêîé àëãîðèòì áóäåò ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai âåêòîð-ñòîëáåö (ai, ai+1, . . . , ai+k−1)
T . Ðàññìîòðèì

ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåõîäà îò ýòîãî âåêòîðà ê Ai+1. Îíî áóäåò îïèñûâàòüñÿ
ìàòðèöåé ðàçìåðà k × k:

C =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
ck ck−1 ck−2 . . . c1

 .

Òîãäà An = CAn−1 = C2An−2 = . . . = CnA0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ an, êàê ïåðâîãî ýëåìåíòà An, íåîáõîäèìî âîçâåñòè ìàòðèöó C â
ñòåïåíü n, è äîìíîæèòü åå ïåðâóþ ñòðîêó íà âåêòîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
A0. Ñàìîå òðóäîåìêîå çäåñü � ýòî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü, ÷òî ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ âûøå îïèñàííîãî áèíàðíîãî àëãîðèòìà çà O(log n)
îïåðàöèé óìíîæåíèÿ. Îäíàêî ïîñêîëüêó óìíîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ íàä ìàò-
ðèöàìè k×k, êàæäîå èç íèõ ïîòðåáóåò O(k3) îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è:

an = an−1 + an−2, a0 = 0, a1 = 1.

Çäåñü ìàòðèöà C èìååò âèä

(
0 1
1 1

)
, à A0 =

(
0
1

)
. Òàêèì îáðàçîì,

n-îå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è áóäåò âòîðûì ýëåìåíòîì ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû
Cn.

Àëãîðèòì Åâêëèäà

Ïóñòü a è b öåëûå ÷èñëà, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷èñåë r−1 = a, r0 = b, r1 > r2 > r3 > · · · > rn > 0 îïðåäåëåíà
òåì, ÷òî rk � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ rk−2 íà rk−1 ïðè k = 1, 2, . . . , n, à rn−1
äåëèòñÿ íà rn íàöåëî, òî åñòü:
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a = bq0 + r1, 0 < r1 < b,
b = r1q1 + r2, 0 < r2 < r1,
r1 = r2q2 + r3, 0 < r3 < r2,
· · ·
rk−2 = rk−1qk−1 + rk, 0 < rk < rk−1,
· · ·
rn−1 = rnqn.

(2)

Òîãäà (a, b) = rn, òî åñòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ) ÷èñåë a è
b ðàâåí ïîñëåäíåìó íåíóëåâîìó ÷ëåíó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñóùåñòâî-
âàíèå òàêèõ r1,r2,... äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî b.

Êîððåêòíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî (bq + r, b) = (b, r)
è (0, r) = r äëÿ ëþáûõ b, q, r ∈ Z (r 6= 0).

Ðåàëèçîâàòü ýòîò àëãîðèòì äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë 1 ìîæíî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

r1=a; r2=b;
while (r2)
{
q = r1 / r2;
r1 -= q * r2;
swap(r1,r2);

}

Ïî îêîí÷àíèè àëãîðèòìà r1 ñòàíåò ðàâíûì çíà÷åíèþ (a, b), à r2 � íóëþ.
Îöåíèòü ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîìîæåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Åñëè a > b > 0 è ÷èñëà r1, r2, . . . , rn óäîâëåòâîðÿþò ðàâåí-

ñòâàì (2), òî Fn+2 ≤ b, ãäå Fk � k-òîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî b ≥ Fk−1rk + Fkrk−1
ïðè 2 ≤ k ≤ n, èñõîäÿ èç ðàâåíñòâ (2) è òîãî î÷åâèäíîãî ôàêòà, ÷òî qk ≥ 1.
Èç ðàâåíñòâà rn−1 = qnrn è íåðàâåíñòâà 0 < rn < rn−1 ñëåäóåò, ÷òî qn ≥ 2.
Ïîýòîìó ïî äîêàçàííîé îöåíêå äëÿ b èìååì:

b ≥ Fn−1rn + Fnrn−1 = (Fn−1 + Fnqn)rn ≥ Fn−1 + 2Fn = Fn+2.

Òàê êàê Fn = ϕn+ϕ−n

2
√

5
, ãäå ϕ = 1+

√
5

2
2, òî èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî

n ≤ logϕ(2
√

5b)− 2.

1îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü íà åãî ìîäóëü, ÍÎÄ îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ
2ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ôîðìóëà Áèíå, îíà ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Åâêëèäà, ïðèìåíåííîãî ê ÷èñ-
ëàì a è b (a > b) ðàâíà O(log b).
Îáîáùåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà è óðàâíåíèÿ âèäà ax+ by = c
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà Åâêëèäà ê ðåøåíèþ íåîïðå-

äåëåííûõ ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé âèäà ax+ by = c.
Ñíà÷àëà ïîêàæåì êàê ðåøèòü óðàâíåíèå ax+ by = (a, b). Äëÿ ýòîãî

îáîáùèì îáû÷íûé àëãîðèòì Åâêëèäà. Äîáàâèì ïåðåìåííûå x1, y1 è x2,
y2 è îáåñïå÷èì ñîõðàíåíèå ðàâåíñòâ a · x1 + b · y1 = r1 è a · x2 + b · y2 = r2
ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè öèêëà:

x1=1; y1=0; r1=a;
x2=0; y2=1; r2=b;
while(r2)
{

q = r1 / r2;
r1 -= q * r2; swap(r1,r2);
x1 -= q * x2; swap(x1,x2);
y1 -= q * y2; swap(y1,y2);

}

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïî îêîí÷àíèè àëãîðèòìà r1 ñòàíåò ðàâíûì çíà÷å-
íèþ (a, b), à, çíà÷èò, (x1, y1) áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ax + by = (a, b),
ïðè÷åì îäíî èç ýòèõ ÷èñåë áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, à äðóãîå íåïîëîæèòåëü-
íûì. Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî âñå âðåìÿ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé âûïîë-
íåíû íåðàâåíñòâà |x1|, |x2| ≤ b/(a, b) è |y1|, |y2| ≤ a/(a, b). Èç ýòîãî ñëå-
äóåò, ÷òî åñëè ïåðåìåííûå a è b áûëè êàêîãî-òî çíàêîâîãî öåëî÷èñëåííîãî
òèïà, òî âñå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ñìåëî ïðîâîäèòü â íåì, íå áîÿñü ïåðåïîë-
íåíèé.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ax+ by = c. Åñëè
c íå äåëèòñÿ íà d = (a, b), òî òàêîå óðàâíåíèå íå èìååò öåëî÷èñëåííûõ
ðåøåíèé (äåéñòâèòåëüíî ïðè ëþáûõ öåëûõ x è y ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà
(a, b)). Åñëè æå c äåëèòñÿ íà d, òî íåîáõîäèìî íàéòè õîòÿ áû îäíî (÷àñòíîå)
ðåøåíèå (äîïóñòèì (x∗, y∗)). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â
âèäå:

x = x∗ + t · (b/d),

y = y∗ − t · (a/d),

ãäå t � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Íàéòè æå ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñ ïîìîùüþ âû-

øå îïèñàííîãî îáîáùåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà íàõîäèòñÿ ðåøåíèå (x0, y0)
óðàâíåíèÿ ax+ by = (a, b). Òîãäà, î÷åâèäíî, x∗ = x0 · (c/d), y∗ = y0 · (c/d).
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Îáðàòíûé îñòàòîê ïî ìîäóëþ

Ïóñòü ÷èñëà a ∈ Z è m ∈ N âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà ïî ïðåäûäóùåìó
ïóíêòó ñóùåñòâóþò òàêèå x, y ∈ Z, ÷òî ax + my = 1. Îòêóäà ax ≡ 1
(mod m). Èç ôîðìóëû äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ax+my = 1 ñëåäóåò,
÷òî ïî ìîäóëþ m òàêîé x åäèíñòâåííûé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî ââåñòè
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ÷èñëà a ∈ Z è m ∈ N âçàèìíî ïðîñòû. ×èñëî

x ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îñòàòêîì ê a ïî ìîäóëþ m è
îáîçíà÷àåòñÿ invm(a), åñëè âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ax ≡ 1 (mod m).

Ñ îáðàòíûì îñòàòêîì â ñðàâíåíèÿõ ìîæíî ðàáîòàòü òàêæå êàê ñ äðîáüþ
1
a â ðàâåíñòâàõ. À èìåííî, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. c · invm(a) + d · invm(b) ≡ (cb+ da) · invm(a) · invm(b) (mod m).

2. invm(a) · invm(b) ≡ invm(ab) (mod m).

3. Åñëè n äåëèòñÿ íà a è (a,m) = 1, òî n
a ≡ n · invm(a) (mod m).

4. Åñëè m äåëèòñÿ íà d, òî invm(a) ≡ invd(a) (mod d).

Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà ïðîâåðÿþòñÿ äîìíîæåíèåì íà ab, êîòîðîå â äàííîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ, ðàâíîñèëüíûì ïåðåõîäîì, òàê êàê (a,m) = (b,m) = 1.
Ïîñëåäíèå äâà ñâîéñòâà ïðîâåðÿþòñÿ äîìíîæåíèåì íà a.

Îáðàòíûé îñòàòîê ìîæåò áûòü íàéäåí ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî àëãî-
ðèòìà Åâêëèäà. Ïðè ýòîì, òàê êàê íàì íàäî òîëüêî x, òî ïåðåìåííûå y1 è
y2 âîîáùå ìîæíî íå çàâîäèòü.

Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f èç N â R íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé, åñëè f(1) = 1 è f(m)f(n) = f(mn) äëÿ ëþáûõ âçàèìíî ïðîñòûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è m.

Ôóíêöèè τ(n), σ(n) è ϕ(n) ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ
ôóíêöèé, ÷òî ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë äëÿ íèõ.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü n = pa1

1 · . . . · p
ak

k � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà
n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Òîãäà:

τ(n) = (a1 + 1) · . . . · (ak + 1),

σ(n) =
pa1+1

1 − 1

p1 − 1
· . . . ·

pak+1
k − 1

pk − 1
,

ϕ(n) = pa1−1
1 (p1 − 1) · . . . · pak−1

k (pk − 1) = n · p1 − 1

p1
· . . . · pk − 1

pk
.
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Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà è òåîðåìà Ýéëåðà

Òåîðåìà 3 (Ýéëåð). Ïóñòüm > 1, (a,m) = 1 , ϕ(m) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà
îò ÷èñëà m. Òîãäà:

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r1, r2, . . . , rc � âñå ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà
ìåíüøèå m è âçàèìíî ïðîñòûå c m, ãäå c = ϕ(m) � èõ ÷èñëî. Ïóñòü

a · r1 ≡ ρ1 (mod m),

a · r2 ≡ ρ2 (mod m),

. . .

a · rc ≡ ρc (mod m),

ãäå ρk = a · rk mod m � îñòàòîê ïðè äåëåíèè ÷èñëà a · rk íà m.
Òàê êàê a âçàèìíî ïðîñòî ñ m, òî {r1, r2, . . . , rc} = {ρ1, ρ2, . . . , ρc}.
Ïåðåìíîæèì ýòè c ñðàâíåíèé. Ïîëó÷èòñÿ:

ac · r1r2 . . . rc ≡ ρ1ρ2 . . . ρc (mod m)

Òàê êàê r1r2 . . . rc = ρ1ρ2 . . . ρc è âçàèìíî ïðîñòî ñ ìîäóëåì m, òî, ïîäå-
ëèâ ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå íà r1r2 . . . rc, ïîëó÷èì aϕ(m) ≡ 1 (mod m).
Òåîðåìà 4 (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, p íå

äåëèò a. Òîãäà ap−1 ≡ 1 (mod p).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ýéëå-
ðà, ïîñêîëüêó ïðè ïðîñòîì m ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(m) = m− 1.
Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî a è ïðîñòîãî p âûïîëíÿåòñÿ

ap ≡ a (mod p).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a íå äåëèòñÿ íà p, òî ýòî ñëåäóåò èç ìàëîé òåîðåìû
Ôåðìà, à ïðè a êðàòíîì p ñðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíî.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ýéëåðà ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãîé àëãîðèòì íà-
õîæäåíèÿ îáðàòíîãî îñòàòêà. Ïóñòü (a,m) = 1. Òîãäà ïî òåîðåìå Ýé-
ëåðà aϕ(m) ≡ 1 (mod m). Èëè a · aϕ(m)−1 ≡ 1 (mod m). Îòêóäà ñëåäó-
åò, ÷òî invm(a) = aϕ(m)−1 mod m. Â ÷àñòíîñòè, åñëè p ïðîñòîå ÷èñëî, òî
invp(a) = ap−2 mod p. Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ Ýéëåðà îò
m, òî îáðàòíûé îñòàòîê ê a ìîæåò áûòü íàéäåí çà O(logm) ñ ïîìîùüþ
áèíàðíîãî àëãîðèòìà âîçâåäåíèÿ ÷èñëà ïî ìîäóëþ.
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Ñòåïåííûå ñðàâíåíèÿ è òåîðåìà Âèëüñîíà

Ðàññìîòðèì ñðàâíåíèÿ âèäà f(x) ≡ 0 (mod p), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, à
f(x) = anx

n + . . .+ a1x+ a0 � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ëåììà 1. Ïðîèçâîëüíîå ñðàâíåíèå f(x) ≡ 0 (mod p), ãäå p � ïðîñòîå

÷èñëî, ðàâíîñèëüíî íåêîòîðîìó ñðàâíåíèþ ñòåïåíè íå âûøå p− 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì f(x) íà ìíîãî÷ëåí xp − x ñ îñòàòêîì: f(x) =
(xp−x)·Q(x)+R(x), ãäå, êàê èçâåñòíî, ñòåïåíü îñòàòêà R(x) íå ïðåâîñõîäèò
p − 1. Íî, ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, xp − x ≡ 0 (mod p). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî f(x) ≡ R(x) (mod p), à èñõîäíîå ñðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ
R(x) ≡ 0 (mod p).
Òåîðåìà 5 (Ëàãðàíæà). Åñëè ñðàâíåíèå anx

n+. . .+a1x+a0 ≡ 0 (mod p)
ñòåïåíè n ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p èìååò áîëåå n ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé, òî
âñå êîýôôèöèåíòû a0, a1, . . . , an êðàòíû p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñðàâíåíèå anx

n+ . . .+a1x+a0 ≡ 0 (mod p) èìååò
n+1 ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ p ðåøåíèé x1, x2, . . . , xn, xn+1. Ìíîãî÷ëåí f(x)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

f(x) =bn(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−1)(x− xn)+
+ bn−1(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−1)+

. . .

+ b2(x− x1)(x− x2) + b1(x− x1) + b0.

Êîýôôèöèåíòû bi ÿâëÿþòñÿ ïðè ýòîì ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ÷èñåë ai
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Áîëåå òîãî, bi ðàâåí ñóììå ai è ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè ÷èñåë a0, a1, . . . , ai−1. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî è ÷èñëà ai ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ÷èñåë bi ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïîëîæèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî x = x1, x2, . . . , xn, xn+1.
f(x1) = b0 ≡ 0 (mod p), ñëåäîâàòåëüíî b0 äåëèòñÿ íà p.
f(x2) = b0 + b1(x2 − x1) ≡ b1(x2 − x1) (mod p). Ïîñêîëüêó x1 è x2 �

ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ, òî x2 6≡ x1 (mod p) è, çíà÷èò, b1 äîëæíî äåëèòüñÿ íà
p.

Ïðîäîëæàÿ òàêèì æå îáðàçîì äàëüøå, ïîëó÷èì, ÷òî âñå bi êðàòíû p, à
çíà÷èò è ai, çàâèñÿùèå ëèíåéíî îò bi, êðàòíû p.
Òåîðåìà 6 (Âèëüñîí). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà âûïîëíåíî ñðàâ-

íåíèå:
(p− 1)! ≡ −1 (mod p)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè p = 2, òî, î÷åâèäíî, 1! +
1 ≡ 0 (mod 2). Åñëè p > 2, òî ðàññìîòðèì ñðàâíåíèå

[(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ (p− 1))]− (xp−1 − 1) ≡ 0 (mod p).
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ßñíî, ÷òî ýòî ñðàâíåíèå ñòåïåíè íå âûøå p−2, íî îíî èìååò p−1 ðåøåíèå:
1, 2, 3, . . . , p − 1, ò.ê. ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáîãî èç ýòèõ ÷èñåë, ñëàãàåìîå â
êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îáðàùàåòñÿ â íîëü, à xp−1 − 1 ñðàâíèìî ñ íóëåì ïî
ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà (x è p âçàèìíî ïðîñòû, ò.ê. x < p). Ýòî îçíà÷àåò, ïî
òåîðåìå Ëàãðàíæà, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû âûïèñàííîãî ñðàâíåíèÿ êðàòíû
p, â ÷àñòíîñòè, íà p äåëèòñÿ åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí, ðàâíûé 1 · 2 · 3 · . . . · (p−
1) + 1.

Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ

Òåîðåìà 7. Ïóñòü m1,m2, . . . ,mn � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà è r1, r2, . . . , rn ∈ Z. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî
a ïî ìîäóëþ M = m1 · m2 · . . . · mn òàêîå, ÷òî âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ
ñèñòåìà ñðàâíåíèé:

a ≡ r1 (mod m1)
a ≡ r2 (mod m2)
. . .

a ≡ rn (mod mn)

(3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïî ìîäóëþ
M . Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ÷èñëà a è b, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (3), òîãäà
èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà êàæäîå èçmi, à, çíà÷èò, è íàM , ïîýòîìó ïî ìîäóëþ
M ÷èñëà a è b ñîâïàäàþò.

Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî a =∑n
i=1 ri

(
M
mi

)ϕ(mi)
ïîäõîäèò. Òàê êàê M

mi
êðàòíî mj ïðè j 6= i, è âçà-

èìíî ïðîñòî ñ mi, òî ïî òåðåìå Ýéëåðà

a ≡ r1 · 0 + . . .+ ri−1 · 0 + ri · 1 + ri+1 · 0 + . . .+ rn · 0 ≡ ri (mod mi).

Î ôàêòîðèàëå

Ïóñòü n ∈ N è p � ïðîñòîå ÷èñëî. Íàéäåì ôîðìóëó äëÿ degp(n!). Ïîäåëèì
n íà p ñ îñòàòêîì: n = pq + r, 0 ≤ r < p. ßñíî, ÷òî íà degp(n!) âëèÿþò
òîëüêî êðàòíûå p ÷èñëà â ïðîèçâåäåíèè 1 · 2 · . . . · n. Ïîýòîìó èìååì:

degp(n!) = degp(p · 2p · . . . qp) = degp(p
qq!) = q + degp(q!). (4)

Èç ýòîé ôîðìóëû ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü ïðîñòîé è ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì
íàõîæäåíèÿ degp(n!):
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s=0;
for(;n;n/=p) s+=n/p;

Ïî îêîí÷àíèþ àëãîðèòìà s ñòàíåò ðàâíûì çíà÷åíèþ degp(n!).
Èç ôîðìóëû (4) òàêæå ñëåäóåò âàæíàÿ òåîðåòè÷åñêè ôîðìóëà Ëåæàíä-

ðà:

degp(n!) =

[ logp n]∑
j=1

[
n

pj

]
. (5)

Ïîëó÷èì åùå îäíó ôîðìóëó äëÿ degp(n!) èñõîäÿ èç (5). Ïóñòü n =
(ak−1 . . . a1a0)p � p-è÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà n. Òîãäà:[

n

pj

]
= ak−1p

k−1−j + . . .+ aj+1p+ aj.

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïîñëå íåêîòîðûõ âûêëàäîê ïðèäåì ê ôîðìóëå:

degp(n!) =
n− Sp(n)

p− 1
, (6)

ãäå Sp(n) = ak−1 + . . .+ a1 + a0 � ñóììà öèôð ÷èñëà n â p-è÷íîé çàïèñè.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Íàéòè îñòàòîê ÷èñëà n!/pdegp(n!)

ïðè äåëåíèè íà p. Äðóãèìè ñëîâàìè n! äåëÿò íàöåëî íà p ïîêà ýòî âîçìîæ-
íî, è ïîëó÷åííîå ÷èñëî áåðóò ïî ìîäóëþ p. Ñàìûé ïðîñòîé ïîäõîä ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàòü ÷èñëà îò 1 äî n, äåëèòü êàæäîå
èç íèõ íàöåëî íà p ïîêà ýòî âîçìîæíî è äîìíîæàòü íà ïîëó÷åííûé ðåçóëü-
òàò òåêóùèé îòâåò. Ïîëó÷àåòñÿ àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ O(n). Íî ÷àñòî
áûâàåò, ÷òî òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ýòó âåëè÷èíó äëÿ áîëüøèõ n è ñðàâíè-
òåëüíî íåáîëüøèõ p. Â òàêîì ñëó÷àå ýòîò íàèâíûé àëãîðèòì íåïðèåìëåì
è íàäî ïîñòóïàòü ïî äðóãîìó. Ïîäåëèì n íà p ñ îñòàòêîì: n = pq + r,
0 ≤ r < p. Òîãäà èìååì:

n! =
n∏
i=1

i =

(
q−1∏
j=0

p−1∏
k=1

(pj + k)

)(
r∏

k=1

(pq + k)

)(
q∏
j=1

pj

)
=

=

(
q−1∏
j=0

p−1∏
k=1

(pj + k)

)(
r∏

k=1

(pq + k)

)
q!pq.
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Ïóñòü F (n) = n!/pdegp(n!) mod p − âåëè÷èíà, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ íàéòè.
Òîãäà èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî:

F (n) ≡ F (q)

(
q−1∏
j=0

p−1∏
k=1

(pj + k)

)(
r∏

k=1

(pq + k)

)
≡

≡ F (q)

(
q−1∏
j=0

p−1∏
k=1

k

)(
r∏

k=1

k

)
≡ F (q)((p− 1)!)qr! (mod p).

Îòêóäà ïî òåîðåìå Âèëüñîíà ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò:

F (n) ≡ F (q)(−1)qr! (mod p). (7)

Åñëè òåïåðü ïåðåä âû÷èñëåíèåì F (n) çàïîìíèòü â ìàññèâå çíà÷åíèÿ
r! mod p ïðè 0 ≤ r < p, ÷òî ìîæíî ëåãêî ñäåëàòü â öèêëå çà O(p), òî ôîð-
ìóëà (7) äàåò íàì ïðîñòîé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ F (n) ñî ñëîæíîñòüþ
O(log n).

Êâàäðàòè÷íûå ñðàâíåíèÿ

Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû
Îïðåäåëåíèå 4. Öåëîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì

ïî ìîäóëþ p, åñëè a ≡ b2 (mod p) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî b. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì.
Ëåììà 2. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà, ñðåäè ÷èñåë

1, 2, . . . , p − 1 ðîâíî ïîëîâèíà êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è ðîâíî ïîëîâèíà
êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷èñëà j2 mod p ïðè j = 1, 2, . . . , p−1

2 . Âñå ýòè
÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè ïî îïðåäåëåíèþ. ßñíî, ÷òî âñå
îíè ðàçëè÷íû, òàê êàê ïðè 1 ≤ i < j ≤ p−1

2 ðàçíîñòü i2− j2 = (i− j)(i+ j)
íå êðàòíà p. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê j2 ≡ (p − j)2 (mod p), òî âñå
êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû íàõîäÿòñÿ ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñåë. Çíà÷èò,
èõ ðîâíî p−1

2 .

Ëåììà 3 (êðèòåðèé Ýéëåðà). Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî è a íå
êðàòíî p. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

a
p−1
2 ≡ 1 (mod p).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ≡ x2 (mod p), òî ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà a
p−1
2 ≡

xp−1 ≡ 1 (mod p). Òî åñòü âñå p−1
2 êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ÿâëÿþòñÿ ðåøå-

íèÿìè ñðàâíåíèÿ a
p−1
2 ≡ 1 (mod p). Íî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ýòî ñðàâíåíèå

èìååò íå áîëåå p−1
2 ðåøåíèé. Ïîýòîìó âñå åãî ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàäðà-

òè÷íûìè âû÷åòàìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ ïðîñòîãî p ñèìâîë Ëåæàíäðà
(
a
p

)
îïðåäåëÿåòñÿ

òàê:

(
a

p

)
=

 0, åñëè a äåëèòñÿ íà p,
1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p,
−1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p.

Ñâîéñòâà:

1. a
p−1
2 ≡

(
a
p

)
(mod p), ïðè p > 2.

2. Åñëè a ≡ b (mod p), òî
(
a
p

)
=
(
b
p

)
.

3.
(
a1a2...an

p

)
=
(
a1

p

)(
a2

p

)
. . .
(
an

p

)
.

Ëåììà 4 (Ãàóññà). Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, q ∈ N è q íå
êðàòíî p. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà l îò 1 äî p−1

2 çàïèøåì lq ≡
±rl (mod p), ãäå 1 ≤ rl ≤ p−1

2 . Ïóñòü µ � êîëè÷åñòâî âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ
çäåñü ìèíóñîâ. Òîãäà:(

q

p

)
= (−1)µ è µ ≡

p−1
2∑
l=1

[
2lq

p

]
(mod 2).

Òåîðåìà 8 (Çàêîí âçàèìíîñòè Ãàóññà). Ïóñòü p, q � íå÷åòíûå ïðîñòûå
÷èñëà. Òîãäà:(

p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2 ·

q−1
2 è

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Ñèìâîë ßêîáè
Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå íå÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå

åäèíèöû, è P = p1p2 . . . pk � ðàçëîæåíèå åãî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
(íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Òîãäà ñèìâîë ßêîáè

(
a
P

)
îïðåäåëÿåòñÿ ðà-

âåíñòâîì: ( a
P

)
=

(
a

p1

)(
a

p2

)
. . .

(
a

pk

)
,
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ãäå
(
a
pi

)
� îáû÷íûå ñèìâîëû Ëåæàíäðà.

Ñâîéñòâà:

1. Åñëè a ≡ b (mod p), òî
(
a
P

)
=
(
b
P

)
.

2.
( 1
P

)
= 1.

3.
(−1
P

)
= (−1)

P−1
2 .

4.
( 2
P

)
= (−1)

P2−1
8 .

5.
(
a1a2...an

P

)
=
(
a1

P

) (
a2

P

)
. . .
(
an

P

)
. Ñëåäñòâèå.

(
ab2

P

)
=
(
a
P

)
.

6. Çàêîí âçàèìíîñòè ñèìâîëà ßêîáè: åñëè P è Q - íå÷¼òíûå âçàèìíî
ïðîñòûå ÷èñëà, áîëüøèå åäèíèöû, òî:(

P

Q

)(
Q

P

)
= (−1)

P−1
2 ·

Q−1
2 .

Êâàäðàòè÷íûå ñðàâíåíèÿ ïî ñîñòàâíîìó ìîäóëþ
Ïóñòü f(x) = anx

n+an−1x
n−1+. . .+a1x+a0 � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì êèòàéñêîé
òåîðåìû îá îñòàòêàõ, è ïîçâîëÿåò ñâîäèòü ñòåïåííîå ñðàâíåíèå ïî ñîñòàâ-
íîìó ìîäóëþ ê ñðàâíåíèþ ïî ìîäóëþ ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà.
Ëåììà 5. Åñëè m1,m2, . . . ,mk � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, òî

ñðàâíåíèå:
f(x) ≡ 0 (mod m1m2 . . .mk) (8)

ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ñðàâíåíèé:

f(x) ≡ 0 (mod m1),
f(x) ≡ 0 (mod m2),

. . .
f(x) ≡ 0 (mod mk).

(9)

È êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (8) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ êîëè÷åñòâ
ðåøåíèé îòäåëüíûõ ñðàâíåíèé â (9).

Òåîðåìà 9. Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè p äåëèò f(x),
íî íå äåëèò f ′(x), òî äëÿ ëþáîãî α ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå y ïî
ìîäóëþ pα òàêîå, ÷òî x ≡ y (mod p) è f(y) ≡ 0 (mod pα).
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äîâîëüíî ñëîæíîå è ïðîâîäèòñÿ èíäóêöè-
åé ïî α, ïðè÷åì ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëà Òåéëîðà
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ:

f(x+ t) = f(x) + f ′(x)t+
f ′′(x)

2!
t2 + . . .+

f (n)(x)

n!
tn

è òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè f (k)(x)
äåëèòñÿ íà k! ïðè ëþáîì öåëîì x.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, a ∈ Z, (a, p) = 1 è
α ∈ N. Òîãäà ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod pα) èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ ïðè(
a
p

)
= 1 è íå èìååò ðåøåíèé ïðè

(
a
p

)
= −1.

Ýòà òåîðåìà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëà Ëåæàíä-
ðà è òåîðåìû 9, òàê êàê äëÿ f(x) = x2−a ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) = 2x íå êðàòíà
p ïðè x íå êðàòíîì p.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü a � íå÷åòíîå ÷èñëî è α ∈ N. Òîãäà ñðàâíåíèå
x2 ≡ a (mod 2α)

1. ïðè α = 1 èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå,

2. ïðè α = 2 èìååò ðîâíî 2 ðåøåíèÿ ïðè a ≡ 1 (mod 4) è íè îäíîãî
ðåøåíèÿ ïðè a ≡ 3 (mod 4).

3. ïðè α ≥ 3 èìååò ðîâíî 4 ðåøåíèÿ ïðè a ≡ 1 (mod 8) è íè îäíîãî
ðåøåíèÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îñíîâíóþ òðóäíîñòü â ýòîé òåîðåìå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé α ≥ 3. Ñõåìà
äîêàçàòåëüñòâà â ýòîì ñëó÷àå òàêîâà. Ñíà÷àëà äîêàçûâàþò, ÷òî åñëè ñðàâ-
íåíèå x2 ≡ a (mod 2α) ðàçðåøèìî, òî îíî èìååò ðîâíî 4 ðåøåíèÿ, ïðè÷åì,
åñëè b îäíî èç íèõ, òî îñòàëüíûå òðè, ýòî −b, b+ 2α−1 è −b+ 2α−1. À çàòåì,
èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, äîêàçûâàþò èíäóêöèåé ïî α ðàçðåøèìîñòü ñðàâíå-
íèÿ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåì 10, 11 è ëåì-
ìû 5.

Òåîðåìà 12. Cðàâíåíèå x2 ≡ a (mod m) , ãäå m = 2αpα1
1 . . . pαk

k è

(a,m) = 1, ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(
a
p1

)
= 1, . . . ,

(
a
pk

)
=

1; a ≡ 1 (mod 4) ïðè α = 2, a ≡ 1 (mod 8) ïðè α ≥ 3. Åñëè íè îäíî èç
ýòèõ óñëîâèé íå íàðóøåíî, òî ÷èñëî ðåøåíèé áóäåò 2k ïðè α = 0, 1; 2k+1

ïðè α = 2; 2k+2 ïðè α ≥ 3.

Ýòî ãëàâíûé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ïóíêòà.
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Òåñò Ìèëëåðà-Ðàáèíà

Òåñò Ìèëëåðà-Ðàáèíà � âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé òåñò ïðîñòî-
òû. Òåñò Ìèëëåðà-Ðàáèíà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè
äàííîå ÷èñëî ñîñòàâíûì. Îäíàêî, ñ åãî ïîìîùüþ íåëüçÿ ñòðîãî äîêàçàòü
ïðîñòîòó ÷èñëà, ïîñêîëüêó ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå ïàðàìåòðà a àëãîðèòì
ìîæåò ïðèçíàòü ïðîñòûì ñîñòàâíîå ÷èñëî.
Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü m � íå÷åòíîå ÷èñëî áîëüøåå 1. ×èñëî m − 1

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå m − 1 = 2st, ãäå t íå÷åòíî. Öåëîå
÷èñëî a (1 < a < m) íàçûâàåòñÿ ñâèäåòåëåì ïðîñòîòû ÷èñëà m, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:

1. m íå äåëèòñÿ íà a

2. at ≡ 1 (mod m) èëè ñóùåñòâóåò öåëîå k (0 ≤ k < s) òàêîå, ÷òî

a2kt ≡ −1 (mod m).

Òåîðåìà 13 (Ðàáèí). Ñîñòàâíîå íå÷åòíîå ÷èñëî m èìååò íå áîëåå
ϕ(m)/4 ðàçëè÷íûõ ñâèäåòåëåé ïðîñòîòû.

Ñàì àëãîðèòì ïðîâåðêè ìîæåò áûòü çàïèñàí íà Ñ++ â ñëåäóþùåì âèäå:

for (t = m - 1, s = 0; !(t & 1); s++)
t>>=2;

a = rand() % (m-2) + 1;
x = a â ñòåïåíè t ïî ìîäóëþ m;
if (x == 1 && x == m-1)
return âîçìîæíî ïðîñòîå;

for (k=1; k<s; k++)
{
x = x*x % m;
if (x==1)
return ñîñòàâíîå;

if (x==m-1)
return âîçìîæíî ïðîñòîå;

}
return ñîñòàâíîå;

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðàáèíà, âåðîÿòíîñòü îøèáêè ýòîãî àëãîðèòìà

(ïðèçíàíèÿ ñîñòàâíîãî ÷èñëà ïðîñòûì) ñîñòàâëÿåò
ϕ(m)

4m
<

1

4
. Äëÿ óìåíü-

øåíèÿ ýòîé âåðîÿòíîñòè ïðåäñòàâëåííàÿ ïðîâåðêà ïîâòîðÿåòñÿ r ðàç (r ðå-
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êîìåíäóåòñÿ áðàòü âåëè÷èíîé ïîðÿäêà log2m). Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü
îøèáêè àëãîðèòìà íå ïðåâçîéäåò âåëè÷èíû 4−r.

Èçíà÷àëüíûé àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Ìèëëåðîì, áûë äåòåðìèíèðî-
âàííûì è ñîñòîÿë â ïðîâåðêå âñåõ a îò 2 äî 70 ln2m. Àëãîðèòì Ìèëëåðà
ãàðàíòèðîâàííî ðàñïîçíàåò ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà ïðè óñëîâèè âûïîë-
íåíèÿ îáîáùåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà. ÀëãîðèòìÌèëëåðà-Ðàáèíà íå çàâèñèò
îò ñïðàâåäëèâîñòè îáîáù¼ííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà, íî ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñò-
íûì.

Çàäà÷è è ðàçáîðû

Çàäà÷à A. Äâå óëèòêè

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: a.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: a.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Èç âåðõíåãî ëåâîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî ïîëÿ, ñîñòîÿùåãî èç M ñòðîê
è N ñòîëáöîâ, óëèòêà îáîøëà ïî ñïèðàëè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïðè ýòîì âñå
êëåòêè îíà ïðîíóìåðîâàëà ÷èñëàìè 1, 2, 3,. . . ïîñëåäîâàòåëüíî â ïîðÿäêå
îáõîäà.

Òåïåðü íà ýòîì ïîëå ïîÿâëÿåòñÿ äðóãàÿ óëèòêà, êîòîðîé íåîáõîäèìî ïî-
ïàñòü èç êëåòêè (i1, j1) â êëåòêó (i2, j2). Êàæäóþ ñåêóíäó îíà ìîæåò ïå-
ðåìåùàòüñÿ â ñîñåäíþþ ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè êëåòêó, íî ëèøü
ïðè óñëîâèè, ÷òî íîìåð ýòîé êëåòêè îòëè÷àåòñÿ îò íîìåðà ïðåäûäóùåé íå
áîëåå, ÷åì íà k.

Âàøà çàäà÷à � óçíàòü ñêîëüêî âðåìåíè ïîòðåáóåòñÿ âòîðîé óëèòêå, ÷òî-
áû äîáðàòüñÿ äî íóæíîé êëåòêè.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âî âõîäíîì ôàéëå çàïèñàíû öåëûå ÷èñëà M , N , k, i1, j1, i2, j2 (1 ≤
M,N ≤ 1018, 1 ≤ k ≤ 2 · 1018, 1 ≤ i1, i2 ≤M , 1 ≤ j1, j2 ≤ N).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â âûõîäíîé ôàéë âûâåäèòå îäíî öåëîå ÷èñëî � ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, çà
êîòîðîå âòîðàÿ óëèòêà ñìîæåò äîáðàòüñÿ äî íóæíîé êëåòêè.
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Ïðèìåðû

a.in a.out
3 5 1 1 2 3 4 6

5 5 7 3 1 3 3 4

Ðàçáîð çàäà÷è A. Äâå óëèòêè

Âàðèàíò ýòîé çàäà÷è äëÿ ïåðâîé ëèãè (ñ ðàçìåðàìè ìàòðèöû, íå ïðå-
âûøàþùèìè 1000) äîïóñêàåò íåïîñðåäñòâåííîå íàõîæäåíèå êðàò÷àéøåãî
ïóòè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàïîëíèòü ìàòðèöó ÷èñëàìè îò 1 äî MN ïî
ñïèðàëè (êàê óêàçàíî â óñëîâèè) è âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêèì àëãîðèò-
ìîì ïîèñêà â øèðèíó äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû êðàò÷àéøåãî ïóòè ñ ó÷åòîì
âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà (ñì. íàïðèìåð Ò.Êîðìåí è äð. �Àëãîðèòìû: ïîñòðî-
åíèå è àíàëèç�, ðàçäåë 23.2). Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà � O(MN).

Â âàðèàíòå äëÿ âûñøåé ëèãè (êîãäà ðàçìåðû ìàòðèöû ìîãóò èìåòü ïî-
ðÿäîê 1018) ýòî ðåøåíèå íåäîïóñòèìî óæå õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî íåâîçìîæíî
ðàçìåñòèòü â ïàìÿòè ìàòðèöó òàêèõ ðàçìåðîâ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî èññëå-
äîâàòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî n1 ≤ n2, ãäå n1 è n2 � íîìåðà (êîòîðûå áûëè äàíû ïåðâîé óëèòêîé)
êëåòîê (i1, j1) è (i2, j2) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ýòî íå òàê, òî ìîæíî âñåãäà
ïîìåíÿòü èñõîäíóþ êëåòêó è êëåòêó íàçíà÷åíèÿ ìåñòàìè.

Åñëè k = 1, òî âòîðàÿ óëèòêà èìååò âîçìîæíîñòü ïåðåìåùàòüñÿ ëèøü
âäîëü ïóòè ïåðâîé óëèòêè (òî åñòü ïî ñïèðàëè), è ïîýòîìó êðàò÷àéøèé
(è åäèíñòâåííûé ïðîñòîé) ïóòü áóäåò èìåòü äëèíó n2 − n1. Â ñëó÷àå äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ k (ïðåâûøàþùåãî âñå ðàçíîñòè ìåæäó íîìå-
ðàìè ñîñåäíèõ êëåòîê) ïåðâàÿ óëèòêà ìîæåò ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ ïî
ìàòðèöå, è òîãäà êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè êëåò-
êàìè áóäåò î÷åâèäíî ðàâíî ìàíõýòòåíîâñêîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè �
|i2 − i1|+ |j2 − j1|.

Â îáùåì ñëó÷àå ìû èìååì íåêîòîðóþ ôèãóðó Pk âíóòðè ìàòðèöû, â
êîòîðîé ðàçíîñòü íîìåðîâ ñîñåäíèõ êëåòîê íå ïðåâûøàåò k. Ïîïûòàåìñÿ
íàéòè åå âèä. Äëÿ óäîáñòâà ïðåäñòàâèì âñþ ìàòðèöó â âèäå ñëîåâ, ñîñòîÿ-
ùèõ èç êëåòîê, íàõîäÿùèõñÿ íà îïðåäåëåííîì ðàññòîÿíèè îò ãðàíèöû. Ýòî
ðàññòîÿíèå áóäåì íàçûâàòü óðîâíåì ñëîÿ.
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Íà ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðåäñòàâëåíà íóìåðàöèÿ ïåðâûõ äâóõ ñëîåâ.

1 2 3 . . .→ N − 2 N − 1 N

2(M + N)− 4 2(M + N)− 3 2(M + N)− 2 . . .→ 2M + 3N − 5 2M + 3N − 6 N + 1

↑
.

.

.

↑
.

.

.

↓

.

.

.

↓
2M + N − 1 4M + 3N − 10 4N + 3M − 9 ← . . . 3(M + N)− 8 3(M + N)− 9 N + M − 2

2N + M − 2 2N + M − 1 2N + M − 1 ← . . . N + M + 1 N + M N + M − 1

Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó íîìåðàìè êëåòîê âåðõíåé ïîëîñû ñëîÿ
ïåðâîãî óðîâíÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòîê âåðõíåé ïîëîñû âòîðîãî ñëîÿ ñî-
ñòàâëÿåò 2M+2N−5, ìåæäó ïðàâûìè ïîëîñàìè ýòèõ ñëîåâ � 2M+2N−7,
ìåæäó íèæíèìè ïîëîñàìè � 2M + 2N − 9, ìåæäó ëåâûìè � 2M + 2N − 11.
Ìåæäó âåðõíèìè ïîëîñàìè âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåâ ðàçíîñòü áóäåò ñîñòàâ-
ëÿòü 2M + 2N − 13 è ò.ä. Êàæäûé ðàç ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåé ïîëîñå
ðàçíîñòü óìåíüøàåòñÿ íà 2. Òàê áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà äëÿ
î÷åðåäíîãî ñëîÿ áóäåò ñóùåñòâîâàòü ñëåäóþùèé è â íåì áóäåò ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïîëîñà. Åñëè æå ýòî íå òàê, òî â êà÷åñòâå âîçìîæíîãî ïåðåõîäà
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ ïîëîñà òîãî æå ëèáî ñëåäóþùåãî ñëîÿ.

MN − 2N + M + 1 MN − 2N + M + 2 . . .→ MN −N + M − 1 MN −N + M

MN MN − 1 ← . . . MN −N + M + 2 MN −N + M + 1

Â òàêîé ïîëîñå ðàçíîñòü ìåæäó íîìåðàìè óìåíüøàåòñÿ íà 2 ïðè ïåðå-
õîäå ê ñëåäóþùåé êëåòêå, ïîêà íå äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ 1.

Òàêèì îáðàçîì, âèäèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà êëåòêè ðàçíîñòü íå
óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîýòîìó ôèãóðà Pk îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åñëè êëåò-
êà ñ íåêîòîðûì íîìåðîì ïðèíàäëåæèò ôèãóðå Pk, òî åé ïðèíàäëåæàò òàê-
æå è âñå êëåòêè ñ áîëüøèìè íîìåðàìè. Àíàëîãè÷íî, åñëè íåêîòîðàÿ êëåòêà
íå ïðèíàäëåæèò ôèãóðå Pk, òî åé íå ïðèíàäëåæàò è âñå êëåòêè ñ ìåíüøèìè
íîìåðàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôèãóðà Pk ñîñòîèò èç âñåõ êëåòîê ñ íîìåðàìè
íå ìåíüøèìè íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ nk. Ýòîò íîìåð (è êîîðäèíàòû ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êëåòêè) áåç îñîáîãî òðóäà ìîæíî âû÷èñëèòü çà O(1).
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Áëàãîäàðÿ ýòîìó ôàêòó, ôèãóðà Pk áóäåò âûïóêëîé (â òîì ñìûñëå, ÷òî
ëþáûå äâå êëåòêè ýòîé ôèãóðû ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì, ñîñòîÿùèì èç êëå-
òîê ýòîé æå ôèãóðû, äëèíû ðàâíîé ìàíõýòòåíîâñêîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó
íèìè).

Òåïåðü íåòðóäíî íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (íàïîìíèì, ÷òî ìû ñ÷èòàåì n1 ≤
n2). Åñëè n1 ≤ n2 ≤ nk, òî óëèòêà íå èìååò âîçìîæíîñòü ïåðåìåùàòüñÿ
ìåæäó ñëîÿìè, è åé ïðèäåòñÿ ïðîéòè ðàññòîÿíèå n2 − n1. Åñëè nk ≤ n1 ≤
n2, òî óëèòêà íàõîäèòñÿ âíóòðè ôèãóðû Pk è äîñòàòî÷íî áóäåò âûïîëíèòü
|i2 − i1| + |j2 − j1| øàãîâ. Íàêîíåö, â ñëó÷àå n1 ≤ nk ≤ n2 óëèòêà äîëæíà
áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ ïî ñïèðàëè îò êëåòêè (i1, j1) äî êëåòêè (ik, jk), íà ÷òî
ïîòðåáóåòñÿ nk − n1 øàãîâ, ïîñëå ÷åãî îñòàíåòñÿ ïðîäåëàòü ïóòü îò (ik, jk)
äî (i2, j2), êîòîðûé âíóòðè ôèãóðû Pk áóäåò èìåòü äëèíó |i2− ik|+ |j2− jk|.

Òàê êàê M è N ìîãóò äîñòèãàòü çíà÷åíèé 1018, òî ðåçóëüòàò ìîæåò
èìåòü ïîðÿäîê 1036, ïîýòîìó íóæíà äëèííàÿ àðèôìåòèêà èëè àðèôìåòèêà
äâîéíîé òî÷íîñòè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
x = x1 · 1018 + x2, ãäå x1 è x2 � ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 1018, äëÿ êîòîðûõ
äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü 64-áèòíûé öåëî÷èñëåííûé òèï.

Êðîìå òîãî, íåò ñìûñëà ñðàçó âû÷èñëÿòü íîìåðà êëåòîê. Áîëåå ïðîñòûì
áóäåò ïðåîáðàçîâàíèå (i, j)↔ (k, l, p), ãäå k � íîìåð ñëîÿ, l � íîìåð ïîëîñû
â ñëîå, p � íîìåð êëåòêè â ïîëîñå. Â ýòîì âàðèàíòå ïîòðåáóåòñÿ ìåíüøå
îïåðàöèé íàä ÷èñëàìè äâîéíîé òî÷íîñòè

×òîáû ñîõðàíèòü ñëîæíîñòü O(1) ïðè âû÷èñëåíèè ðàçíîñòè íîìåðîâ n1
è n2, äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ áûñòðî âû÷èñëÿòü îáùåå êîëè÷åñòâî â ñëîÿõ
íà óðîâíÿõ ñ k1 âêëþ÷èòåëüíî ïî k2, íå âêëþ÷àÿ ïîñëåäíèé. Ïîñêîëüêó íà
óðîâíå k ðàñïîëîæåíî 2M + 2N − 4k êëåòîê, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììà
ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ðàâíà 2(M +
N − k1 − k2 + 1)(k2 − k1).

Çàäà÷à B. Òðåóãîëüíàÿ êîìíàòà

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: b.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: b.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Âî ìíîãèõ êíèãàõ ïî çàíèìàòåëüíîé ìàòåìàòèêå ïðèâîäèòñÿ òàêàÿ çàäà-
÷à. Ðàññòàâèòü ïî ïåðèìåòðó òðåóãîëüíîé êîìíàòû 3 ñòóëà òàê, ÷òîáû
ó êàæäîé ñòåíû ñòîÿëî ïî 2. Åå ðåøåíèå � ïîñòàâèòü ïî ñòóëó â êàæ-
äûé èç óãëîâ êîìíàòû.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü êîìíàòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðå-
óãîëüíèê ABC. Äàíî îáùåå êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ n, êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ nAB,
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êîòîðîå äîëæíî ñòîÿòü ó ñòåíûAB, êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ nBC , êîòîðîå äîëæ-
íî ñòîÿòü ó ñòåíû BC, êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ nAC , êîòîðîå äîëæíî ñòîÿòü ó
ñòåíû AC. Íåîáõîäèìî íàéòè îáùåå êîëè÷åñòâî ðàññòàíîâîê ñòóëüåâ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ. Ñòóëüÿ ìîæíî ñòàâèòü òîëüêî â óãëû êîìíàòû
è âäîëü ñòåí, â öåíòð êîìíàòû ñòóëüÿ ñòàâèòü íåëüçÿ. Â ëþáîé èç óãëîâ
ìîæíî ïîñòàâèòü ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò öåëûå ÷èñëà n, nAB, nBC , nAC (0 ≤
n, nAB, nBC , nAC ≤ 1018).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âà-
ðèàíòîâ ðàññòàíîâêè ñòóëüåâ. Â ñëó÷àå, êîãäà åñòü õîòÿ áû îäèí âàðèàíò,
âûâåäèòå âî âòîðîé ñòðîêå 6 öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë: kA, kAB, kB,
kBC , kC , kAC � ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïî-
ñòàâèòü â óãîë A, âäîëü ñòåíû AB, â óãîë B, âäîëü ñòåíû BC, â óãîë C è
âäîëü ñòåíû AC.

Ïðèìåðû

b.in b.out
3 2 2 2 1

1 0 1 0 1 0

3 3 2 2 0

Ðàçáîð çàäà÷è B. Òðåóãîëüíàÿ êîìíàòà

Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îáîáùåíèåì çàäà÷è áàçîâîãî óðîâíÿ 10-
îé îëèìïèàäû öèêëà èíòåðíåò-îëèìïèàä äëÿ øêîëüíèêîâ 2005-2006 ãã.
(http://neerc.ifmo.ru/school/io). Ëåãåíäà ïîëíîñòüþ ñîõðàíåíà.

Ñóòü çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ öåëî÷èñ-
ëåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

kA + kB + kC + kAB + kBC + kAC = n,
kA + kB + kAB = nAB,
kB + kC + kBC = nBC ,
kA + kC + kAC = nAC .

(∗)

Ýòà ñèñòåìà ñîñòîèò èç 4 óðàâíåíèé è ñîäåðæèò 6 íåèçâåñòíûõ. Âûáðàâ
êàêèå-ëèáî 2 ïåðåìåííûå (ê ïðèìåðó kA è kAB) è çàäàâ èì íåêîòîðûå çíà-
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÷åíèÿ, ó íàñ îñòàíóòñÿ óæå òîëüêî 4 íåèçâåñòíûå, êîòîðûå èç ñèñòåìû (*)
óæå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî:

kB = nAB − (kA + kAB),
kC = nBC + nAC − n+ kAB,
kBC = nBC − (kB + kC),
kAC = nAC − (kA + kC).

(∗∗)

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå òàêèå çíà÷åíèÿ kA è kAB, ÷òî
èõ ñóììà íå ïðåâûøàåò min(nAB, n). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî âûáîðà âû÷èñ-
ëèòü ïî ôîðìóëå (**) îñòàëüíûå âåëè÷èíû, è åñëè âñå îíè íåîòðèöàòåëüíû,
òî ó÷åñòü ýòîò âàðèàíò, êàê âîçìîæíûé âàðèàíò ðàññòàíîâêè. Ñëîæíîñòü
òàêîãî àëãîðèòìà � O(n2), ÷òî âïîëíå ïðèåìëåìî äëÿ âàðèàíòà ïåðâîé ëè-
ãè, íî íå äëÿ âûñøåé.

×òîáû óìåíüøèòü ñëîæíîñòü, ìîæíî ðàññìîòðåòü íà ïëîñêîñòè
(kA, kAB) ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâàìè kB(kA, kAB) ≥ 0, ãäå
kB(kA, kAB) � âûðàæåíèå âåëè÷èíû kB ÷åðåç kA è kAB, è äð. Ïîñêîëüêó
âñå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè, òî êàæäîå íåðàâåíñòâî
îïðåäåëÿåò ïîëóïëîñêîñòü, à èõ ïåðåñå÷åíèå � íåêîòîðûé ìíîãîóãîëüíèê.
Îñòàåòñÿ ëèøü âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê, êîòîðûå ëåæàò âíóòðè
íåãî èëè íà ãðàíèöå.

Îäíàêî ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå î÷åâèäíóþ ñòðóêòóðó ðåøåíèé çàäà÷è.
Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (*) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñëîæèì âòîðîå, òðåòüå è
÷åòâåðòîå óðàâíåíèå è âû÷òåì èç íåãî ïåðâîå. Ýòî áóäåò ïåðâûì óðàâíå-
íèåì íîâîé ñèñòåìû. À çàòåì èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ âû÷òåì âòîðîå
óðàâíåíèå (*). Ðåçóëüòàò áóäåò âòîðûì óðàâíåíèåì íîâîé ñèñòåìû. Òðåòüå
è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ïîëó÷èì òàêæå âû÷èòàíèåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
íîâîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåíííî òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé ñèñòåìû
(*). 

kA + kB + kC = nAB + nBC + nAC − n,
kC − kAB = nBC + nAC − n,
kA − kBC = nAB + nAC − n,
kB − kAC = nAB + nBC − n.

(∗ ∗ ∗)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàíã ñèñòåìû (***), êàê è èñõîäíîé (*), ðàâåí 4, ñëåäî-
âàòåëüíî îíè ýêâèâàëåíòíû.

Âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó
êîëè÷åñòâîì ñòóëüåâ â âåðøèíå è íà ïðîòèâîëåæàùåé åé ñòîðîíå ÿâëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîé. Ðàññòàâèì ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñòó-
ëüåâ, òàê ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü òîëüêî ýòèì ñîîòíîøåíèÿì (åñëè â ïðàâîé
÷àñòè ñòîèò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî ñòàâèì ñòóëüÿ â âåðøèíå, à åñëè îò-
ðèöàòåëüíîå, òî íà ñòîðîíå). Åñëè ìû èñïîëüçîâàëè áîëüøå ñòóëüåâ, ÷åì
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íàì áûëî äàíî, òî ðàññòàíîâêà íåâîçìîæíà. Åñëè æå îñòàëèñü ñòóëüÿ (à èõ
áóäåò òî÷íî ÷åòíîå êîëè÷åñòâî), òî ïîëîâèíó èç íèõ ìîæíî ïðîèçâîëüíî
ðàññòàâèòü â âåðøèíàõ, òîãäà îñòàâøàÿñÿ ïîëîâèíà îäíîçíà÷íî ðàññòàâèò-
ñÿ âäîëü ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí.

Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî íàéòè êîëè÷åñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ:

k+
A + k+

B + k+
C = P,

ãäå P = nAB + nBC + nAC − n − (k0
A + k0

B + k0
C), k0

A, k
0
B è k0

C � êîëè÷åñòâî
óæå ðàññòàâëåííûõ ñòóëüåâ ïî óãëàì, à k+

A , k
+
B è k+

C � êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ,
êîòîðûå ìû äîáàâëÿåì â ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû.

Çíà÷åíèå k+
A ìû ìîæåì âûáðàòü ïðîèçâîëüíî îò 0 äî P . Òîãäà ïîñëå

âûáîðà k+
A äëÿ k+

B ìû èìååì P − k+
A + 1 âàðèàíòîâ (îò 0 äî P − k+

A),
â ðåçóëüòàòå âûáîðà êîòîðîãî k+

C ïîëó÷àåòñÿ îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì,
îáùåå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé çàäà÷è ðàâíî:

(P + 1) + P + (P − 1) + . . .+ 1 =
(P + 1)(P + 2)

2
.

Çàäà÷à C. Ñêàçêè Øàõðàçàäû

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: c.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: c.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

...È Øàõðàçàäó çàñòèãëî óòðî, è îíà

ïðåêðàòèëà äîçâîëåííûå ðå÷è...
¾Òûñÿ÷à è îäíà íî÷ü¿

Êîãäà öàðüØàõðèÿð óçíàë îá èçìåíå ñâîåé æåíû, òî âîøåë îí âî äâîðåö
è îòðóáèë ãîëîâó ñâîåé æåíå, è ðàáàì, è íåâîëüíèöàì. È ñ òåõ ïîð ñòàë îí
êàæäûé äåíü áðàòü íåâèííóþ äåâóøêó â æåíû, à ïîòîì íà óòðî óáèâàë åå,
è òàê ïðîäîëæàëîñü â òå÷åíèå òðåõ ëåò.

È âîçîïèëè æèòåëè Áàãäàäà è áåæàëè ñî ñâîèìè äî÷åðüìè, è â ãîðîäå
íå îñòàëîñü íè îäíîé äåâóøêè.

È âîò ïîòîì öàðü ïðèêàçàë ñâîåìó âåçèðþ ïðèâåñòè åìó, ïî îáû÷àþ,
äåâóøêó, è âåçèðü âûøåë è ñòàë èñêàòü, íî íå íàøåë äåâóøêè è îòïðàâèëñÿ
â ñâîå æèëèùå, óãíåòåííûé è ïîäàâëåííûé, áîÿñü äëÿ ñåáÿ çëà îò öàðÿ. À
ó öàðñêîãî âåçèðÿ áûëî äâå äî÷åðè: ñòàðøàÿ � ïî èìåíè Øàõðàçàäà, è
ìëàäøàÿ � ïî èìåíè Äóíüÿçàäà.
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Óçíàâ îò îòöà-âåçèðÿ îò íà÷àëà äî êîíöà ïðî âñå, ÷òî ó íåãî ñëó÷èëîñü
ñ öàðåì, Øàõðàçàäà òîò ÷àñ æå ñòàëà óïðàøèâàòü îòöà, ÷òîáû âûäàë åå
çà Øàõðèÿðà. È íå ñìîã âåçèðü îòãîâîðèòü ñâîþ äî÷ü è òîãäà ñíàðÿäèë
åå è îòâåë ê öàðþ Øàõðèÿðó. À Øàõðàçàäà ïîäó÷èëà ñåñòðó ñâîþ, ÷òîáû,
êîãäà îíè áóäóò ïðîùàòüñÿ, òà ïîïðîñèëà ðàññêàçàòü êàêóþ-ëèáî èñòîðèþ.

È òàê âñå ñëó÷èëîñü, è öàðü, ìó÷èâøèéñÿ áåññîííèöåé, îáðàäîâàëñÿ,
è ïîçâîëèë äî÷åðè âåçèðÿ íà÷àòü ñâîé ðàññêàç. Íî êîãäà íàñòàëî óòðî,
Øàõðàçàäà ïðåêðàòèëà äîçâîëåííûå ðå÷è íà ñàìîì èíòåðåñíîì ìåñòå, è
Øàõðèÿðó íè÷åãî íå îñòàâàëîñü, êðîìå êàê îñòàâèòü åå â æèâûõ, ÷òîáû
óñëûøàòü îêîí÷àíèå èñòîðèè.

Òàê ïðîäîëæàëîñü ìíîãî íî÷åé: Øàõðàçàäà ïðîäîëæàëà íåäîðàññêàçàí-
íóþ ñêàçêó ïðîøëîé íî÷è ñ òîãî ìåñòà, ãäå îñòàíîâèëàñü íà ðàññâåòå, è êàê
òîëüêî ñðåäè íî÷è çàêàí÷èâàëàñü îäíà ñêàçêà, Øàõðàçàäà òóò æå íà÷èíàëà
äðóãóþ, óâëåêàÿ öàðÿ íîâûì ñþæåòîì. Åäèíñòâåííîå çà ÷åì åé íóæíî áûëî
ñëåäèòü � ÷òîáû ñêàçêè íå ïîâòîðÿëèñü è (áûòü ìîæåò, êðîìå ïîñëåäíåé)
íå çàêàí÷èâàëèñü ïîä óòðî. Òîãäà óæå ëèáî öàðü óáüåò Øàõðàçàäó, ëèáî ê
òîìó âðåìåíè íàñòîëüêî ïîëþáèò åå, ÷òî ðóêà íå ïîäíèìåòñÿ. Åñòåñòâåííî,
÷åì áîëüøå îíà èñòîðèé ðàññêàæåò, òåì áîëüøå áóäåò ëþáîâü Øàõðèÿðà,
è òåì áîëüøå øàíñîâ îñòàòüñÿ â æèâûõ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàäàåòñÿ öåëîå ÷èñëî N (1 ≤ N ≤ 10000) � êîëè÷åñòâî
ñêàçîê, êîòîðûå çíàåò Øàõðàçàäà, à â ñëåäóþùåé ñòðîêå � N íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, íå ïðåâûøàþùèõ 100 � ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïî âðåìåíè ñêàçîê â
÷àñàõ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ íî÷ü äëèòñÿ 8 ÷àñîâ.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâóþ ñòðîêó âûâåäèòå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñêàçîê, êîòîðîå ñìî-
æåò ðàññêàçàòü Øàõðàçàäà, à âî âòîðîé � äëèòåëüíîñòè ýòèõ ñêàçîê, â òîì
ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíà äîëæíà èõ ðàññêàçûâàòü.
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Ïðèìåðû

c.in c.out
6
1 2 3 4 5 6

6
1 2 3 4 5 6

2
8 9

2
9 8

4
4 4 8 12

3
4 8 12

Ðàçáîð çàäà÷è C. Ñêàçêè Øàõðàçàäû

Â çàäà÷å íóæíî ïåðåñòàâèòü ýëåìåíòû ìàññèâà A[1..N ] òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ñðåäè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì S[1..N ], ãäå S[i] =
i∑

j=1

a[j], íå áûëî ýëåìåíòîâ êðàòíûõ íåêîòîðîìó ÷èñëó M èëè, åñëè ýòî

ñäåëàòü íåâîçìîæíî, òî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ïåðâîå êðàòíîåM èìåëî ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíûé íîìåð (ïî óñëîâèþ M = 8, íî ýòî íå èìååò çíà÷åíèÿ
äëÿ àëãîðèòìà).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à ñóùåñòâåííî íå èçìåíèòñÿ, åñëè âñå
ýëåìåíòû A è ÷èñëî M ðàçäåëèòü íà îäíî è òî æå ÷èñëî d (äîñòàòî÷íî
áóäåò ëèøü ïðè âûâîäå ñíîâà óìíîæèòü íà d). Â êà÷åñòâå òàêîãî ÷èñëà d
ìîæíî âçÿòü ÍÎÄ(M,A[1], . . . , A[N ]). Òàêæå íå èãðàþò ðîëè òî÷íûå çíà-
÷åíèÿ A[i], à ëèøü îñòàòêè îò äåëåíèÿ èõ íà M .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè M ïîñëå äåëåíèÿ íà d ñòàëî ðàâíûì 1, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âñå ýëåìåíòû A áûëè êðàòíû d è ïîýòîìó ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ëèøü
îäèí èç íèõ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé M > 1,
ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò â A âçàèìíî ïðîñòîé ñ
M .

Ìû ìîæåì ñâåñòè çàäà÷ó ê ñëåäóþùåé. Åñòü r[j] ýëåìåíòîâ ñî çíà÷åíèåì
j, íåîáõîäèìî âûñòðîèòü èõ â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òîáû âñå ÷àñòè÷-
íûå ñóììû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ìîäóëþ M áûëè îòëè÷íû îò íóëÿ.
Ïðè ýòîì ìû ìîæåì ðàññòàâèòü ñíà÷àëà âñå ýëåìåíòû, îòëè÷íûå îò 0, à
çàòåì â ëþáîå ìåñòî â ñåðåäèíå äîáàâèòü ýëåìåíòû, êîòîðûå äàþò îñòàòîê
0. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êàê ïîëó÷èòü ðàññòàíîâêó íåíóëåâûõ
îñòàòêîâ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà:
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2 · max
0<j<M

r[j] ≤ 1 +
∑

0<j<M

r[j], (∗)

ò.å. ìàêñèìàëüíîå èç çíà÷åíèé r[i] ïðåâûøàåò ñóììó îñòàëüíûõ íå áîëåå,
÷åì íà 1. Òîãäà ìîæíî âûñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ A òàêèì
îáðàçîì, ÷òî íå áóäåò äâóõ îäèíàêîâûõ îñòàòêîâ ïîäðÿä. Ýòî ëåãêî äîêà-
çàòü ïî èíäóêöèè (êàæäûé ðàç ìû âûáèðàåì è ñòàâèì ýëåìåíòû, îñòàòêè
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò äâóì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèÿì â ìàññèâå r, èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, âûáèðàòü êàæäûé ðàç ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñè-
ìàëüíîìó çíà÷åíèþ â r îòëè÷íîìó îò ïðåäûäóùåãî).

Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îáÿçàòåëüíî áóäåò îá-
ëàäàòü òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû áóäóò îòëè÷íû îò 0. Îäíàêî
åå ìîæíî áóäåò ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü ê òàêîìó âèäó. Åñëè íåêîòîðàÿ ñóììà
S[i] ðàâíà íóëþ, òî ïîìåíÿâ ìåñòàìè i-ûé è (i + 1)-ûé ýëåìåíòû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, îñòàâèì íåèçìåííûìè âñå ñóììû, êðîìå S[i]. Ïîñêîëüêó ìû
ðàññòàâëÿëè ýëåìåíòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðÿäîì íå áûëî îäèíàêîâûõ
îñòàòêîâ, òî S[i] îáÿçàòåëüíî èçìåíèòñÿ è ñòàíåò îòëè÷íûì îò íóëÿ. Ïðè
ýòîì ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, ÷òî íà ïîçèöèÿõ i + 1 è i + 2 îêàæóòñÿ
îäèíàêîâûå îñòàòêè. Îäíàêî â ñèëó òîãî, ÷òî ìû ðàññòàâëÿëè ëèøü íåíó-
ëåâûå îñòàòêè S[i + 1] áóäåò çàâåäîìî îòëè÷íî îò íóëÿ. Âûïîëíèâ òàêîå
ïðåîáðàçîâàíèå âî âñåõ ïîçèöèÿõ, ãäå ÷àñòè÷íûå ñóììû áûëè ðàâíû íóëþ,
ìû ïîëó÷èì òðåáóåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ, êîãäà íåðàâåíñòâî (*) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â r ñîîòâåòñòâóåò îñòàòêó k. Åñëè ÍÎÄ(M,k) 6= 1,
òî íà ïåðâîå ìåñòî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïîñòàâèòü êàêîå ëèáî çíà-
÷åíèå âçàèìíî ïðîñòîå ñ M (êàê îãîâàðèâàëîñü âûøå, ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî òàêîå çíà÷åíèå ñóùåñòâóåò). Ïîñëå ýòîãî ìû ñìîæåì ïîñòàâèòü ñêîëü-
êî óãîäíî çíà÷åíèé ñ îñòàòêîì k. Äîñòàòî÷íî ïîñòàâèòü ñòîëüêî ýëåìåíòîâ,
÷òîáû ïîñëå óäàëåíèÿ èõ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåðàâåíñòâî (*) ñòàëî âåð-
íûì, ïîñëå ÷åãî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñõåìîé èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà.

Åñëè æå ÍÎÄ(M,k) = 1, òî ìû ìîæåì ñíà÷àëà ïîñòàâèòüM−1 ýëåìåí-
òîâ ñ îñòàòêîì k. Äàëåå åñëè ìû ñòàâèì ÷èñëî ñ îñòàòêîì i ·k mod M , ãäå i
� ëþáîå çíà÷åíèå îò 2 äîM − 1, òî ïîñëå íåãî ìîæíî áóäåò çàïèñàòüM − i
çíà÷åíèé ñ îñòàòêîì k. Î÷åâèäíî, ÷òî íåò íèêàêîãî ñìûñëà ñòàâèòü ïîäðÿä
äâà çíà÷åíèÿ îòëè÷íûõ îò k äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ íåðàâåíñòâî
(*). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ñìîæåì èçáàâèòüñÿ îò ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà
îñòàòêîâ k. Òàêèì îáðàçîì, åñëè:

r[k] > (M − 1) +
M−1∑
i=2

(M − i)r[ik] + 1,
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òî ìû íå ñìîæåì âûñòðîèòü âñå ýëåìåíòû (ïîñëåäíÿÿ åäèíèöà ó÷èòûâàåò
âîçìîæíîñòü ïîñòàâèòü çíà÷åíèå ñ îñòàòêîì k, êîãäà âñå îñòàëüíûå ýëåìåí-
òû óæå çàêîí÷àòñÿ).

Ñóùåñòâóåò è äðóãîé, áîëåå ïðîñòîé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Êàæ-
äûé ðàç íåîáõîäèìî âûáèðàòü îñòàòîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíîìó
çíà÷åíèþ â r, íå îáðàùàþùèé â 0 òåêóùóþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó. Òàêîé âû-
áîð ãàðàíòèðóåò ìàêñèìàëüíîå èçáàâëåíèå îò îñòàòêîâ k, êîòîðûõ ñëèøêîì
ìíîãî, è îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå ñâîéñòâà (*), åñëè îíî áûëî âûïîëíåíî
ðàíüøå (âî âñÿêîì ñëó÷àå çà 2 õîäà). Ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà �O(NM),
íî ìîæåò áûòü óëó÷øåíà äî O(M +N logM), åñëè äëÿ õðàíåíèÿ çíà÷åíèé
r[j] èñïîëüçîâàòü êó÷ó.

Çàäà÷à D. Ïîëó÷èòü îäèíàêîâûå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: d.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: d.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Íà ñòîëå ëåæàò êàðòî÷êè, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàïèñàíî íåêîòîðîå
÷èñëî. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ äîâîëüíî áîëüøàÿ ñòîïêà ÷èñòûõ êàðòî÷åê.
Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ óáðàòü ñî ñòîëà äâå êàðòî÷êè ñ îäèíàêîâûìè
÷èñëàìè, çàòåì âçÿòü èç ñòîïêè äâå ÷èñòûå, íàïèñàòü íà êàæäîé èç íèõ ïî
îäíîìó ÷èñëó è ïîëîæèòü íà ñòîë.

Òðåáóåòñÿ óçíàòü êàê çà ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî õîäîâ ñäåëàòü òàê,
÷òîáû íà ñòîëå áûëè êàðòî÷êè, íà êîòîðûõ íàïèñàíû îäèíàêîâûå ÷èñëà.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàäàåòñÿ êîëè÷åñòâî ëåæàùèõ íà êàðòî÷åê N (1 ≤ N ≤
30000), à âî âòîðîé � N ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà íèõ. Âñå ÷èñëà íàòóðàëüíûå
è íå ïðåâûøàþò 109.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âûâåäèòå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé L, íåîá-
õîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íà ñòîëå âñå îäèíàêîâûå êàðòî÷êè. Â
ïîñëåäóþùèõ L ñòðîêàõ âûâåäèòå ïî ÷åòûðå ÷èñëà, îïðåäåëÿþùèå, ÷òî
íóæíî äåëàòü â ñîîòâåòñòâóþùèé õîä: ïåðâîå è âòîðîå � ÷èñëà, çàïèñàí-
íûå íà óáèðàåìûõ êàðòî÷êàõ, òðåòüå è ÷åòâåðòîå � ÷èñëà, êîòîðûå íóæíî

34 Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.



Äåíü Àíòîíà Ëóí¼âà è Âèòàëèÿ Íåñïèðíîãî

íàïèñàòü íà íîâûõ êàðòî÷êàõ. Åñëè íåâîçìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû íà ñòî-
ëå îêàçàëèñü âñå îäèíàêîâûå êàðòî÷êè, âûâåäèòå îäíî ÷èñëî −1.

Ïðèìåðû

d.in d.out
3
1 2 2

1
2 2 1 1

6
3 3 3 4 4 4

2
3 3 4 3
3 3 4 4

Ðàçáîð çàäà÷è D. Ïîëó÷èòü îäèíàêîâûå

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷èòü îäèíàêîâûå êàðòî÷êè íåâîçìîæíî, åñëè âñå èñ-
õîäíûå êàðòî÷êè áûëè ðàçëè÷íûìè, ïîñêîëüêó ìû íå ìîæåì âûïîëíèòü
íè îäíîãî õîäà. Åñëè æå åñòü õîòÿ áû îäíà ïàðà îäèíàêîâûõ êàðòî÷åê, òî
âñåãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ, ïðè ïîìîùè êîòîðîé ìîæíî
ïîëó÷èòü òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Ïîñòðîèì ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Èòàê, ó íàñ åñòü äâå îäèíàêîâûå êàðòî÷êè � ïóñòü ýòî áóäóò ïåðâàÿ è
âòîðàÿ êàðòî÷êè. Óáåðåì èõ ñî ñòîëà è ïîëîæèì âìåñòî ïåðâîé êàðòî÷êó
íà êîòîðîé áóäåò, íà êîòîðîé áóäåò íàïèñàíî ÷èñëî 0, à âìåñòî âòîðîé �
êàðòî÷êó, íà êîòîðûõ íàïèøåì òàêîå æå ÷èñëî, ÷òî íà òðåòüåé êàðòî÷êå.
Òåïåðü óáèðàåì âòîðóþ è òðåòüþ, íà íîâîé âòîðîé ïèøåì 0, à íà òðåòüåé
òî æå ÷èñëî, ÷òî íà ÷åòâåðòîé. Íà êàæäîì øàãå ó íàñ êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê
ñ ÷èñëîì 0 óâåëè÷èâàåòñÿ, è ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå åùå
îäíîé ïàðû îäèíàêîâûõ êàðòî÷åê. Íà ïîñëåäíåì øàãå óáèðàåì äâå ïîñëåä-
íèå êàðòî÷êè è êëàäåì âìåñòî íèõ äâå êàðòî÷êè ñî çíà÷åíèåì 0. Âñåãî ìû
âûïîëíèì N − 1 õîäîâ.

Î÷åâèäíî ýòîò àëãîðèòì íå äàåò îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî õîäîâ, íî äëÿ
âàðèàíòà çàäà÷è â ïåðâîé ëèãå ýòîãî è íå òðåáóåòñÿ. Â îöåíêå âû÷èñëèòåëü-
íîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ïðåîáëàäàåò âðåìÿ, ñâÿçàííîå ñ ïîèñêîì îäèíà-
êîâûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî íåëüçÿ ñäåëàòü çà âðåìÿ ìåíüøåå O(N logN).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà. Çàìåòèì, ÷òî
íåò ñìûñëà ïîëó÷àòü íà êàðòî÷êàõ ÷èñëà, îòëè÷íûå îò òåõ, êîòîðûå óæå
áûëè çàïèñàíû õîòÿ áû íà îäíîé èç íèõ. Äåéñòâèòåëüíî ïóñòü ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðîå çíà÷å-
íèå x. Òîãäà, çàìåíèâ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèÿ x íà ê ïðèìåðó
çíà÷åíèå A[1], ìû íå óõóäøèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áîëåå òîãî, ìû åå ìî-
æåì óëó÷øèòü. Ïîñëåäíèì õîäîì â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò çàìåíà
äâóõ êàðòî÷åê ñ íåêîòîðûì ÷èñëîì y íà äâå êàðòî÷êè x. Çàìåíèâ âî âñåõ
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îïåðàöèÿõ x íà y, ìû ñîõðàíèì êîððåêòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ñìîæåì
íå âûïîëíÿòü ïîñëåäíèé õîä.

Òåïåðü ïóñòü ó íàñ åñòü si êàðòî÷åê ñî çíà÷åíèåì i è ìû áóäåì ñîáèðàòü
êàðòî÷êè x. Î÷åâèäíî, ÷òî íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü íà
âñåõ êàðòî÷êàõ çíà÷åíèÿ x, ìåíüøå ÷åì çà (N − sx)/2 õîäîâ. Ïðè ýòîì
åñëè âñå çíà÷åíèÿ si ÷åòíûå, òî ýòîé âåëè÷èíû ìîæíî äîáèòüñÿ, çàìåíÿÿ
êàðòî÷êàìè x ïàðû äðóãèõ îäèíàêîâûõ êàðòî÷åê. Åñëè æå åñòü íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî (îáîçíà÷èì åãî l) íå÷åòíûõ çíà÷åíèé si, êàæäîå èç íèõ (íà êà-
êîì ëèáî ýòàïå) íóæíî áóäåò ïðåîáðàçîâàòü â ÷åòíîå. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïàðû òàêèõ çíà÷åíèé si è sj íåîáõîäèìî áóäåò âçÿòü ëþáóþ èìåþùóþñÿ â
íàëè÷èè ïàðó îäèíàêîâûõ êàðòî÷åê è ïîëîæèòü âìåñòî íèõ êàðòî÷êè i è j.
Ïîýòîìó íåîáõîäèìî áóäåò åùå ïî êðàéíåé ìåðå l/2 õîäîâ. Åñëè çíà÷åíèå
l áûëî íå÷åòíûì, òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäíåãî íå÷åòíîãî ÷èñëà si â
÷åòíîå ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíî äåéñòâèå (ëþáóþ ïàðó îäèíàêîâûõ êàðòî÷åê
çàìåíÿåì íà i è x). Íàêîíåö, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ åùå îäíî äîïîëíèòåëü-
íîå äåéñòâèå, åñëè íåò íè îäíîé ïàðû îäèíàêîâûõ êàðòî÷åê, êðîìå x. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìîé îïåðàöèè ñíÿòü äâå
êàðòî÷êè c ÷èñëîì x, ÷òî óìåíüøèò çíà÷åíèå sx íà 1 èëè 2. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ êàæäîãî ÷èñëà x ìû ìîæåì òî÷íî îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî øàãîâ.
Ýòî êîëè÷åñòâî çàâèñèò îò çíà÷åíèé sx è l, ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå sx òåì
ìåíüøå êîëè÷åñòâî øàãîâ, à l ðàâíî êîëè÷åñòâó íå÷åòíûõ si (ïðè ÷åòíîì
sx) èëè íà 1 ìåíüøå (ïðè íå÷åòíîì sx). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå x äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåå ìàêñèìàëüíîìó ÷åòíîìó è íå÷åò-
íîìó si.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé si,
÷òî ÿâëÿåòñÿ ïî ñóùåñòâó ñîðòèðîâêîé èñõîäíîãî ìàññèâà A. Ïîýòîìó îíà
èìååò îöåíêó O(N logN).

Çàäà÷à E. Ïðûæêè íà ïîëîñå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: e.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: e.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà 1×N ðàçáèòà íà êëåòêè ðàçìåðà 1×1. Â êëåòêå
ñ íîìåðîì s ñòîèò øàøêà. Â ïåðâûé õîä îíà äîëæíà ïåðåìåñòèòüñÿ íà
îäíó êëåòêó (âëåâî èëè âïðàâî). Âòîðîé õîä äîëæåí áûòü ñäåëàí óæå íà
2 êëåòêè è ò.ä. Êàæäûé ñëåäóþùèé õîä âûïîëíÿåòñÿ ñ øàãîì, íà åäèíèöó
áîëüøå, ÷åì ïðåäûäóùèé. Òàê ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ó øàøêè íå
îñòàíåòñÿ õîäîâ, íå âûâîäÿùèõ åå çà ïðåäåëû ïîëîñû. Îïðåäåëèòå êàêîå
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ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ÷èñëî õîäîâ ìîæåò ñäåëàòü øàøêà.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíî êîëè÷åñòâî òåñòîâ T (1 ≤ T ≤
20). Â êàæäîé èç ïîñëåäóþùèõ T ñòðîê çàäàíû ïî äâà öåëûõ ÷èñëà N è s
(1 ≤ N ≤ 1018, 1 ≤ s ≤ N), îïðåäåëÿþùèõ äàííûå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
òåñòà.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûõîäíîé ôàéë äîëæåí ñîñòîÿòü èç T ñòðîê, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñî-
äåðæèòñÿ ïî äâà öåëûõ ÷èñëà � ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
õîäîâ øàøêè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òåñòà.

Ïðèìåð

e.in e.out
2
3 2
6 2

2 2
5 3

Ðàçáîð çàäà÷è E. Ïðûæêè íà ïîëîñå

Â ðàìêàõ îãðàíè÷åíèé ïåðâîé ëèãè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äèíàìè÷å-
ñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ôóíêöèþ F (i, k) � âåëè-
÷èíà ïîñëåäíåãî ïðûæêà â ìàêñèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè øàøêà
íàõîäèòñÿ â êëåòêå ñ íîìåðîì i è òåêóùèé ïðûæîê äîëæåí áûòü âûïîëíåí
íà k êëåòîê. Ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé
ôîðìóëû F (i, k) = max(k − 1, F (i− k, k + 1), F (i+ k, k + 1)). Ïðè âûõîäå
ïåðâîãî àðãóìåíòà çà ãðàíèöû ïîëÿ ñ÷èòàåì ôóíêöèþ F ðàâíîé 0. Âû÷èñ-
ëÿÿ çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè îò áîëüøèõ çíà÷åíèé ê ìåíüøèì, â êîíå÷íîì
èòîãå íàéäåì âåëè÷èíó F (s, 1), ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì íà ïîñòàâëåííûé â çà-
äà÷å âîïðîñ. Àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó ìîæíî ñîñòàâèòü è äëÿ ìèíèìàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà � O(N 2).

Â âàðèàíòå çàäà÷è äëÿ âûñøåé ëèãè íóæíî îïðåäåëÿòü òðåáóåìûå çíà-
÷åíèÿ çà O(1). Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ìû
íå ìîæåì äîáèòüñÿ êîëè÷åñòâà ïðûæêîâ áîëüøå N − 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü òàêîå êîëè÷åñòâî ïðûæêîâ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëî òàêîå ÷èñëî k ≤ N/2, ÷òîáû ê ìîìåíòó, êîãäà âûïîëíÿåò-
ñÿ ïðûæîê íà k êëåòîê, øàøêà íàõîäèëàñü â êëåòêå d(N + 1 − k)/2e èëè
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b(N+1+k)/2c. Òîãäà, îñóùåñòâëÿÿ â äàëüíåéøåì êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî
öåíòðà ïîëîñû, ìû ïðèâåäåì øàøêó â îäíó èç êðàéíèõ êëåòîê, âûïîëíèâ
â îáùåé ñëîæíîñòè N − 1 ïðûæêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ áûñòðî ïðîâåðÿòü ìîæíî ëè ïî-
ïàñòü èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â çàäàííóþ çà k− 1 ïðûæêîâ. Ïåðåíóìåðóåì
êëåòêè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà÷àëüíàÿ êëåòêà ïîëó÷èëà íîìåð 0, à êëåò-
êà, â êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïîïàñòü � ïîëîæèòåëüíûé íîìåð d (â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè ìîæíî íóìåðîâàòü êëåòêè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè). Åñëè
ñóùåñòâóåò êëåòêà ñ íîìåðîì −1, òî â êëåòêó d ìîæíî ïîïàñòü òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà d íå ïðåâîñõîäèò k(k− 1)/2 è èìååò ñ íèì îäèíàêîâóþ
÷åòíîñòü. Ýòîò ôàêò ìîæåò áûòü äîêàçàí ïî èíäóêöèè. Äëÿ k = 1 îí ïðî-
âåðÿåòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Ïðè ïåðåõîäå ê çíà÷åíèþ k+1 äîñòàòî÷íî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â êàæäóþ êëåòêó x îò −1 äî (k + 1)k/2 ñîîòâåòñòâó-
þùåé ÷åòíîñòè ìîæíî ïîïàñòü èç îäíîé èç êëåòîê îò −1 äî k(k − 1)/2,
ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íåðàâåíñòâ x − k ≥ −1 èëè
x+ k ≤ k(k− 1)/2. Ýòî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà −1 + 2k ≤ k(k− 1)/2.
Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî k2− 3k+ 2 ≥ 0, êîòîðîå âåðíî
äëÿ âñåõ öåëûõ k.

Åñëè N � ÷åòíîå, òî êëåòêè d(N + 1 − k)/2e è b(N + 1 + k)/2c èìåþò
ðàçíóþ ÷åòíîñòü, è ïîýòîìó â îäíó èç íèõ îáÿçàòåëüíî áóäåò âîçìîæíîñòü
äîáðàòüñÿ. Åñëè æå N íå÷åòíîå, òî óêàçàííûå êëåòêè áóäóò èìåòü îäíó
÷åòíîñòü, è â íèõ ìû ñìîæåì ïîïàñòü òîëüêî èç êëåòîê îïðåäåëåííîé ÷åò-
íîñòè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç äðóãîé ÷åòíîñòè ìû íå ìîæåò ïîïàäàòü â
òðåáóåìûå êëåòêè. Çàòî ìîæíî ðàññìîòðåòü âñþ ïîëîñó áåç îäíîé êëåòêè
� íà íåé ïî äîêàçàííîìó âûøå ìû ìîæåì ïîïàñòü íà êëåòêè, èç êîòîðûõ
ìîæíî íà÷àòü êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà. Òàêèì îáðàçîì, îòâåòîì
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî N − 1 ëèáî N − 2.

Ìû ðàññìîòðåëè ëèøü ñëó÷àé, êîãäà èñõîäíàÿ êëåòêà íå ÿâëÿåòñÿ êðàé-
íåé. Â ñëó÷àå æå êîãäà íåò çàïàñíîé êëåòêè −1, ïðè k ≥ 10 ìû èìååì ïðå-
îäîëåòü ðàññòîÿíèå x â ïðåäåëàõ îò 0 äî k(k− 1)− 6 è ðîâíî íà k(k− 1)/2.
Çíà÷åíèÿ k ≥ 10 ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü ïðè N ≥ 20, ïðè ýòîì äèàïàçîíà
k(k− 1)/2− 6 âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîêðûòü íå òîëüêî ïîëîâèíó, íî è
âñþ ïîëîñó öåëèêîì. Ïîýòîìó ïðèN ≥ 20 äëÿ êðàéíèõ êëåòîê ìû íàõîäèì-
ñÿ â ðàìêàõ îáùåãî ñëó÷àÿ, à ïðè N < 20 ýòîò âàðèàíò ìîæíî ðàññìîòðåòü
îòäåëüíî � ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàê îêàçûâàåò-
ñÿ, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ N èç êðàéíèõ êëåòîê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ïðûæêîâ îêàçûâàåòñÿ íà 1 ìåíüøå ñòàíäàðòíîãî çíà÷åíèÿ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî. ßñíî, ÷òî ïîñëåäíèé õîä
íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì N/2. Ïîñêîëüêó ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ îáÿçà-
òåëüíî åñòü èç ëþáîé êëåòêè ïî êðàéíåé ìåðå îäèí õîä. Ïðè ÷åòíûõ N íàì
íåîáõîäèìî ïîïàñòü çà N/2 õîäîâ íà îäíó èç êëåòîê N/2 èëè N/2 + 1, ÷òî
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â ñèëó ðàçíîé èõ ÷åòíîñòè âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü. Äëÿ íå÷åòíîãî N ïðû-
æîê (N − 1)/2 áóäåò ïîñëåäíèì, åñëè áóäåò âîçìîæíîñòü çàêîí÷èòü ýòîò
õîä íà öåíòðàëüíîé êëåòêå. Åñëè ýòî íåâîçìîæíî, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ
äîáðàòüñÿ çà (N + 1)/2 ïðûæêîâ äî êëåòîê ñîñåäíèõ ñ öåíòðàëüíîé (äî
ñàìîé öåíòðàëüíîé äîáðàòüñÿ çà ñòîëüêî ïðûæêîâ íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó
êëåòêè íà ýòîì ðàññòîÿíèè íàõîäÿòñÿ çà ïðåäåëàìè ïîëîñû). Íàêîíåö, åñëè
è ýòî íå âîçìîæíî ñäåëàòü, òî ïîïûòàòüñÿ äîáðàòüñÿ çà (N + 3)/2 ïðûæ-
êîâ äî îäíîé èç ñëåäóþùèõ äâóõ êëåòîê. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî óæå âñåãäà
áóäåò âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ýòè äâå êëåòêè èìåþò òó æå ÷åòíîñòü ÷òî è
öåíòðàëüíàÿ, à çíà÷åíèÿ k(k − 1)/2 äëÿ k, îòëè÷àþùèõñÿ íà 2, � ðàçíóþ.
Èñêëþ÷åíèå ìîãóò ñîñòàâèòü îïÿòü æå êðàéíèå êëåòêè ïîëîñû ïðè N < 20,
äëÿ êîòîðûõ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ íà 1.

Äîâîäÿ âñå âû÷èñëåíèÿ äî êîíöà, ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êàêîé
èç ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî çàâèñèò îò ÷åòíîñòè s è îñòàòêà îò äåëåíèÿ N íà
8 (äëÿ ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ïðûæêîâ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü
îñòàòîê îò äåëåíèÿ N íà 4).

Çàäà÷à F. Ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: f.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: f.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Âàì äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî m. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîèçâåäåíèå âñåõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäÿùèõ m è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m, è âûäàòü
åãî îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà m.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ≤
1018.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííóþ ñòðîêó âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå îòâåò íà çàäà÷ó.
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Ïðèìåðû

f.in f.out
1 0

2 1

3 2

4 3

5 4

6 5

7 6

Ðàçáîð çàäà÷è F. Ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ

Ïðè m ≤ 2 îòâåò m − 1, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëå-
íèåì. Ïóñòü m > 2. Ðàçîáú¼ì âñå ÷èñëà a îò 1 äî m, âçàèìíî ïðîñòûå ñ
m, íà äâà êëàññà: äëÿ êîòîðûõ a = invm(a) è äëÿ êîòîðûõ a 6= invm(a).
Çäåñü invm(a) � îáðàòíûé îñòàòîê ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m. Ýòî îïðåäåëåíèå
ââîäèëîñü â ëåêöèè. ×èñëà âòîðîãî êëàññà ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû (a, b), ãäå
b = invm(a). Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âòîðîãî êëàññà äàåò îñòàòîê 1
ïðè äåëåíèè íà m. À, çíà÷èò, îòâåò íà çàäà÷ó � ýòî îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà
m ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë ïåðâîãî êëàññà. ×èñëà ýòîãî êëàññà ýòî âñå ðåøåíèÿ
ñðàâíåíèÿ a2 ≡ 1 (mod m). Îíè òîæå ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû (a;m−a) ïðè-
÷åì a 6= m − a äëÿ ëþáîé òàêîé ïàðû, òàê êàê m > 2. Òàê êàê äëÿ ÷èñåë
âòîðîãî êëàññà a(m − a) ≡ −a2 ≡ −1 (mod m), òî îòâåò íà çàäà÷ó ýòî
(−1)N/2 mod m, ãäå N � êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ a2 ≡ 1 (mod m).
Ïî òåîðåìå èç ëåêöèè î êîëè÷åñòâå ðåøåíèé êâàäðàòè÷íîãî ñðàâíåíèÿ ïî
ñîñòàâíîìó ìîäóëþ ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè m = 4, pn, 2pn, ãäå p � íå÷åòíîå ïðî-
ñòîå ÷èñëî, à n ∈ N, èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ðàâíî 2, à â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ ýòî ñòåïåíü äâîéêè, áîëüøàÿ äâóõ, è, çíà÷èò, êðàòíàÿ 4. Ïîýòîìó
ïðè m = 4, pn, 2pn îòâåò ðàâåí (−1)2/2 mod m = m − 1, à ïðè îñòàëüíûõ
m > 2 îòâåò 1.

Èòàê, ðàçîáðàâ îòäåëüíî ñëó÷àé m = 4, è ïîäåëèâ, åñëè íóæíî, m íà
2, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âûÿñíåíèþ òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè m ñòåïåíüþ íå÷åòíîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà. Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåì ÿâëÿåòñÿ ëè m ïðîñòûì. Â âàðèàí-
òå äëÿ ïåðâîé ëèãè ýòî ìîæíî äåëàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîá ñî
ñëîæíîñòüþ ðàáîòû O(

√
m). Äëÿ âûñøåé ëèãè ýòîò àëãîðèòì íåïðèåìëåì

è íóæíî èñïîëüçîâàòü òåñò Ìèëëåðà-Ðàáèíà, îïèñàííûé â ëåêöèè. Äàëåå
íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàòü n, íà÷èíàÿ ñ 2, èçâëåêàòü èç m êîðåíü
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n-îé ñòåïåíè, è åñëè îí öåëûé, òî ïðîâåðÿòü åãî íà ïðîñòîòó. Çäåñü óæå â
îáîèõ ëèãàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîá òàê êàê èç-
âëå÷åííûé êîðåíü íå ïðåâîñõîäèò 109. Âûõîä èç öèêëà ïî n ìîæíî äåëàòü,
åñëè, íàïðèìåð, èçâëå÷åííûé êîðåíü ñòàë ìåíüøå 3. Òàêèì îáðàçîì, ñëîæ-
íîñòü àëãîðèòìà äëÿ ïåðâîé ëèãè � O(

√
m), à äëÿ âûñøåé � O( 4

√
m), ëèáî

O(r log2m) åñëè èñïîëüçîâàòü òåñò Ìèëëåðà-Ðàáèíà äëÿ âñåõ ïðîâåðîê íà
ïðîñòîòó (çäåñü r � êîëè÷åñòâî ïðîá â òåñòå Ìèëëåðà-Ðàáèíà).

Çàäà÷à G. Äåëèìîñòü áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: g.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: g.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Îáîçíà÷èì C i
n =

n!

i!(n− i)!
, ãäå 0 ≤ i ≤ n è n, i � öåëûå ÷èñëà. Âàì äàíû

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è ïðîñòîå ÷èñëî p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k íàèáîëüøåå
öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî pk ≤ n. Äàëåå îáîçíà÷èì äëÿ
j ≥ 0 ÷åðåç aj êîëè÷åñòâî ÷èñåë i ∈ {0, 1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ C i

n äåëèòñÿ
íà pj, íî íå äåëèòñÿ íà pj+1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî aj = 0 ïðè j > k.
Ïîýòîìó îò âàñ òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëà a0, a1, . . . , ak.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíû íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≤
1018 è ïðîñòîå ÷èñëî p < 1018.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííóþ ñòðîêó âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå ÷åðåç ïðîáåë ÷èñëà
a0, a1, . . . , ak.

Ïðèìåðû

g.in g.out
4 2 2 1 2

8 3 9 0

4 5 5
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Ðàçáîð çàäà÷è G. Äåëèìîñòü áèíîìèàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ

Ñîãëàñíî ôîðìóëå èç ëåêöèè:

degp(n!) =
n− Sp(n)

p− 1
,

ãäå degp(m) � ïîêàçàòåëü âõîæäåíèÿ ÷èñëà p â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
÷èñëà m íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, à Sp(n) � ñóììà öèôð ÷èñëà n â p-è÷íîé
çàïèñè.

Ïîýòîìó:

degp(C
i
n) = degp(n!)− degp(i!)− degp((n− i)!) =

Sp(i) + Sp(n− i)− Sp(n)

p− 1
.

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî degp(C
i
n) ðàâíî êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ â

ñëåäóþùèé ðàçðÿä ïðè ñëîæåíèè ÷èñåë i è n−i â ñòîëáèê â p-è÷íîé çàïèñè.
Â âàðèàíòå äëÿ ïåðâîé ëèãè èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íàäî íàé-

òè êîëè÷åñòâî òåõ i ∈ {0, 1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ ïðè ñëîæåíèè ÷èñåë i è
n − i â ñòîëáèê â p-è÷íîé çàïèñè íå ïðîèñõîäèò ïåðåíîñîâ â ñëåäóþùèé
ðàçðÿä. Ðàçëîæèì ÷èñëà n, i è n − i â p-è÷íóþ çàïèñü: n = (ak . . . a1a0)p,
i = (bk . . . b1b0)p, n−i = (ck . . . c1c0)p. Òîãäà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà
aj = bj + cj (0 ≤ j ≤ k). Ïðè ôèêñèðîâàííîì j ∈ {0, 1, . . . , k} êîëè÷åñòâî
ñïîñîáîâ âûáðàòü bj, cj ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, äëÿ êîòîðûõ bj + cj = aj, ðàâíî
aj +1. À òàê êàê äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî j âûáîð íå çàâèñèò îò äðóãèõ j,
òî îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî (a0 + 1)(a1 + 1) . . . (ak + 1). Ýòî è åñòü îòâåò
íà çàäà÷ó, òàê êàê p-è÷íàÿ çàïèñü çàäàåò ÷èñëî îäíîçíà÷íî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàíò äëÿ âûñøåé ëèãè. Òðåáóåòñÿ äëÿ êàæäîãî
h ∈ {0, 1, . . . , k} íàéòè êîëè÷åñòâî òåõ i ∈ {0, 1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ êî-
ëè÷åñòâî ïåðåíîñîâ â ñëåäóþùèé ðàçðÿä ïðè ñëîæåíèè ÷èñåë i è n − i â
ñòîëáèê â p-è÷íîé çàïèñè ðàâíî h. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè f(j, h)
è g(j, h).
f(j, h) ýòî êîëè÷åñòâî ïàð íàáîðîâ (bk, . . . , bj+1, bj) è (ck, . . . , cj+1, cj),

äëÿ êîòîðûõ:

� bk, . . . , bj+1, bj, ck, . . . , cj+1, cj ∈ {0, 1, . . . , p− 1},

�� (bk . . . bj+1bj)p + (ck . . . cj+1cj)p = (ak . . . aj+1aj)p,

� â ýòîì ñëîæåíèè ïðîèñõîäèò ðîâíî h ïåðåíîñîâ â ñëåäóþùèé ðàçðÿä.
Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìååò ôóíêöèÿ g(j, h), íî â íåé ñóììà ðàâíà

(ak . . . aj+1aj)p − 1.
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Ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû ïðè 0 ≤ j ≤ k è âñåõ h, íî óäîáíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ j îíè ðàâíû íóëþ ïðè âñåõ h, êðîìå çíà÷åíèÿ
f(k + 1, 0), êîòîðîå ðàâíî 1 (ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òàê: äâà ïóñòûõ íàáîðà
â ñóììå äàþò ïóñòîé íàáîð è íå ïðîèñõîäèò ïåðåíîñîâ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòâåòîì íà çàäà÷ó áóäóò çíà÷åíèÿ f(0, h), 0 ≤ h ≤ k
(êàê è â âàðèàíòå äëÿ ïåðâîé ëèãè ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî p−è÷íàÿ çàïèñü
çàäàåò ÷èñëî îäíîçíà÷íî).

Âûðàçèì f(j, h) ÷åðåç ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f è g.
Ðàññìîòðèì j−òûé ðàçðÿä. Åñëè èç íåãî íå ïðîèñõîäèò ïåðåíîñà, òî

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà bj + cj = aj è (bk . . . bj+1)p + (ck . . . cj+1)p =
(ak . . . aj+1)p. Ïðè÷åì, â ïîñëåäíåì ñëîæåíèè äîëæíî ïðîèçîéòè ðîâíî h ïå-
ðåíîñîâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñåãî òàêèõ ïàð íàáîðîâ áóäåò (aj+1)f(j+1, h).
Åñëè æå èç j−òîãî ðàçðÿäà ïðîèñõîäèò ïåðåíîñ, òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâà bj + cj = p+ aj è (bk . . . bj+1)p + (ck . . . cj+1)p = (ak . . . aj+1)p − 1.
Ïðè÷åì, â ïîñëåäíåì ñëîæåíèè äîëæíî ïðîèçîéòè ðîâíî h− 1 ïåðåíîñîâ.
Òàêèõ íàáîðîâ áóäåò (p− 1− aj)g(j + 1, h− 1).

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî:

f(j, h) = (aj + 1)f(j + 1, h) + (p− 1− aj)g(j + 1, h− 1).

Àíàëîãè÷íî:

g(j, h) = ajf(j + 1, h) + (p− aj)g(j + 1, h− 1).

Òåïåðü â öèêëå ïî j îò k äî 1 ñ øàãîì −1, èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ çíà÷åíèé
f(k+ 1, h) è g(k+ 1, h), ìû íàéäåì îòâåò íà çàäà÷ó. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà
O(k2) = O(log2 n).

Çàäà÷à H. Ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ðàññòîÿíèÿ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: h.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: h.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äëÿ äàííîãî íàòóðàëüíîãî N òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè ìíîæå-
ñòâî èç N òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
êîòîðûìè ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
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Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ≤
200 � êîëè÷åñòâî òî÷åê â ìíîæåñòâå.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â âûõîäíîé ôàéë âûâåäèòå êîîðäèíàòû òî÷åê ïîñòðîåííîãî ìíîæåñòâà
(êàæäóþ òî÷êó â îòäåëüíîé ñòðîêå, êîîðäèíàòû ÷åðåç ïðîáåë). Êîîðäèíà-
òû òî÷åê íå äîëæíû ïðåâûøàòü ïî ìîäóëþ 800. Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî òàêîå
ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò. Åñëè òàêèõ ìíîæåñòâ íåñêîëüêî, ìîæíî âûäàòü ëþ-
áîå.

Ïðèìåðû

h.in h.out
1 800 -800

2 0 0
0 1

4 0 0
0 1
0 3
0 7

Ðàçáîð çàäà÷è H. Ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ðàññòîÿíèÿ

ßñíî, ÷òî çàäà÷ó äîñòàòî÷íî ðåøèòü äëÿ N = 200, à äëÿ äðóãèõ N ïðî-
ñòî áðàòü ïåðâûå N òî÷åê íàéäåííîãî ìíîæåñòâà èç 200 òî÷åê. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé æàäíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðåáóåìîãî ìíîæåñòâà. Ïðîíó-
ìåðóåì öåëûå òî÷êè ïëîñêîñòè, íà÷èíàÿ ñ (0, 0), ïî ñïèðàëè, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå:

· · · ...
...

...
...

... · · ·
· · · 25 10 11 12 13 · · ·
· · · 24 9 2 3 14 · · ·
· · · 23 8 1 4 15 · · ·
· · · 22 7 6 5 16 · · ·
· · · 21 20 19 18 17 · · ·
· · · ...

...
...

...
... · · ·
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Áóäåì ïðîñìàòðèâàòü òî÷êè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ è ïîääåð-
æèâàòü òåêóùåå ìíîæåñòâî òî÷åê ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ïîïàðíûìè ðàñ-
ñòîÿíèÿìè ìåæäó íèìè. Î÷åðåäíóþ òî÷êó áóäåì äîáàâëÿòü â ìíîæåñòâî,
åñëè åå äîáàâëåíèå íå íàðóøàåò ýòîãî ñâîéñòâà. Ýòî ëåãêî ìîæíî ïðîâåðèòü
ïîääåðæèâàÿ âìåñòå ñ ìíîæåñòâîì ìàññèâ ïîìåòîê ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé
ìåæäó òî÷êàìè òåêóùåãî ìíîæåñòâà. Íî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ðàññòîÿ-
íèÿ îò î÷åðåäíîé òî÷êè äî âñåõ ïðåäûäóùèõ ìîãóò îòëè÷àòñÿ îò ïîïàðíûõ
ðàññòîÿíèé ìåæäó ïðåäûäóùèìè òî÷êàìè, íî ñàìà òî÷êà ïðè ýòîì ìîæåò
áûòü ðàâíîóäàëåíà îò êàêèõ-òî äâóõ ïðåäûäóùèõ òî÷åê è ïîýòîìó åå äî-
áàâëÿòü íåëüçÿ. Åñëè äîáàâèòü òî÷êó íå óäàåòñÿ, òî â äàëüíåéøåì ìû ê
íåé íå âîçâðàùàåìñÿ (â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ æàäíîñòü). Íåïîñðåäñòâåííàÿ
ðåàëèçàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà ïîêàçûâàåò, ÷òî êîîðäèíàòû ïåðâûõ 200 òî-
÷åê, äîáàâëåííûõ â ìíîæåñòâî, íå ïðåâîñõîäÿò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
800. Ïîýòîìó ïîñòðîåííîå òàêèì ñïîñîáîì ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíî óäî-
âëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì çàäà÷è. Ïðè ýòîì ïðîãðàììà óêëàäûâàåòñÿ â äâå
ñåêóíäû. Ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè ñîçäàâàòü êîíñòàíòíûé ìàññèâ ñ ïî-
ñòðîåííûì ìíîæåñòâîì. Íî è òàêîå ðåøåíèå òîæå âïîëíå äîïóñòèìî äëÿ
ýòîé çàäà÷è.

Çàäà÷à I. Ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: i.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: i.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Êàê èçâåñòíî, ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî p âèäà 4k + 1 ïðåäñòàâèìî â âèäå
ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì ñïîñî-
áîì. Â äàííîé çàäà÷å âàì ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå. ×òîáû
îáëåã÷èòü çàäà÷ó, áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 8k+5.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî T ≤ 1000,
êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 8k + 5, êîòîðûå âàì íàäî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â ïîñëåäóþùèõ T ñòðî-
êàõ çàäàíû ñàìè ýòè ÷èñëà. Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ÷èñëîì, äàåò îñòàòîê 5 ïðè äåëåíèè íà 8 è íå ïðåâîñõîäèò 1018.
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Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p èç âõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå â îòäåëüíîé
ñòðîêå ÷åðåç ïðîáåë ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x è y òàêóþ, ÷òî x < y è
x2 + y2 = p.

Ïðèìåðû

i.in i.out
4
5
13
29
999999999999999989

1 2
2 3
2 5
260483990 965478167

Ðàçáîð çàäà÷è I. Ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ

Ïóñòü x = 22k+1 (mod p). Òîãäà ïî ôîðìóëå Ýéëåðà äëÿ êâàäðàòè÷íûõ
âû÷åòîâ è çàêîíó âçàèìíîñòè Ãàóññà, êîòîðûå ïðèâåäåíû â ëåêöèè, èìååì:

x2 ≡ 24k+2 ≡ 2
p−1
2 ≡

(
2

p

)
≡ (−1)

p2−1
8 ≡ (−1)8k2+10k+3 ≡ −1 (mod p).

Ïîëàãàÿ y = 1, ïîëó÷èì, ÷òî x2 + y2 = mp, ãäå m ∈ N è m < p.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïî ïàðå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (x; y), äëÿ êîòîðîé

x2 + y2 = mp, ãäå 1 < m < p, ìîæíî ïîñòðîèòü ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
(X;Y ), äëÿ êîòîðîé X2 + Y 2 = Mp, ãäå 1 ≤M ≤ m/2.

Åñëè x è y îáà äåëÿòñÿ íà m, òî èç ðàâåíñòâà x2 + y2 = mp ñëåäóåò, ÷òî
p äåëèòñÿ íà m, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê 1 < m < p.

Ïóñòü c, d ∈ Z òàêîâû, ÷òî x = cm + x1, y = dm + y1 è |x1|, |y1| ≤ m/2.
Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü c = [x/m+ 1/2] è d = [y/m+ 1/2].

Òàê êàê õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë x è y íå äåëèòñÿ íà m, òî 0 < x2
1 + y2

1 ≤
2(m/2)2 = m/2·m. À òàê êàê x2

1+y2
1 ≡ x2+y2 ≡ 0(modm), òî x2

1+y2
1 = Mm,

ãäå 1 ≤M ≤ m/2.
Äàëåå èìååì:

m2Mp = mp ·Mm =
(
x2 + y2) (x2

1 + y2
1
)

= (xx1 + yy1)
2 + (xy1 − yx1)

2 .

Íî:

xx1+yy1 = x(x−cm)+y(y−dm) = x2+y2−m(cx+dy) = m(p−cx−dy) = mX
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è

xy1−yx1 = x(y−dm)−y(x−cm) = xy−yx−mdx+mcy = m(cy−dx) = mY.

Îòêóäà X2 +Y 2 = Mp, ãäå 1 ≤M ≤ m/2. Åñëè X = 0, òî Y 2 = Mp, îò-
êóäà Y äåëèòñÿ íà p, îòêóäàM äåëèòñÿ íà p, ÷òî íåâîçìîæíî. Àíàëîãè÷íî
Y 6= 0. Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ X íà |X|, à Y íà |Y |, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ ïàðó
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, çà îäèí øàã ìû óìåíüøàåì m íå ìåíåå, ÷åì â äâà ðàçà.
Ïîýòîìó çà O(log p) øàãîâ ìû ïîëó÷èì ïàðó (x; y), äëÿ êîòîðîé x2+y2 = p.

Ðàññìîòðèì íþàíñû ðåàëèçàöèè.
Âíà÷àëå íóæíî âû÷èñëèòü x ïî ôîðìóëå 22k+1 mod p. Ýòî ìîæíî ñäå-

ëàòü áèíàðíûì àëãîðèòìîì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü çà O(log p) îïåðàöèé, êî-
òîðûé îïèñàí â ëåêöèè. Ïðè ýòîì òàê êàê p ìîæåò äîñòèãàòü ïîðÿäêà 1018,
òî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äëèííóþ àðèôìåòèêó.

Äàëåå èäåò öèêë, îäíà èòåðàöèÿ êîòîðîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1. Ïî èçâåñòíûì x è y âû÷èñëèòü m ïî ôîðìóëå m = (x2 + y2)/p. ×òîáû
ýòî ñäåëàòü íåîáõîäèìî îïÿòü èñïîëüçîâàòü äëèííóþ àðèôìåòèêó.

2. Åñëè m = 1, òî âûõîäèì èç öèêëà − òðåáóåìàÿ ïàðà (x; y) íàéäåíà.

3. Âû÷èñëèòü c è d ïî ôîðìóëàì c = [x/m+ 1/2], d = [y/m+ 1/2].

4. Íàêîíåö, çàìåíèòü x è y íà |p− cx− dy| è |cy − dx|.

Íà 3-ì è 4-ì øàãå âñå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü â ñòàíäàðòíîì çíà-
êîâîì 64-áèòíîì öåëî÷èñëåííîì òèïå.

Çàäà÷à J. Èãðà S-Ãðþíäè

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: j.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: j.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ïóñòü S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîñòðî-
èì ïî íåìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü GS(n) (n > 0) ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

GS(n) = mex{GS(x) ⊕ GS(y) : x, y > 0, x+ y = n, |x− y| 6∈ S},

ãäå mexA � íàèìåíüøåå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, íå ïðèíàäëåæàùåå
ìíîæåñòâó A, à a ⊕ b � ðåçóëüòàò ïîáèòîâîãî ñëîæåíèÿ ÷èñåë a è b ïî
ìîäóëþ 2.
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Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî S õîðîøèì, åñëè GS(n + 4) = GS(n) ïðè
n > 4, à çíà÷åíèÿ GS(n) ïðè n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ðàâíû 0, 0, 0, 1, 0, 2, 1, 3
ñîîòâåòñòâåííî.

Äàíî n ≥ 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ìíîæåñòâ, ýëåìåíòû
êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò n, ïî ìîäóëþ 109 + 7.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíî öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî n ≤ 1018.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííóþ ñòðîêó âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå îòâåò íà çàäà÷ó.

Ïðèìåðû

j.in j.out
0 0

1 1

2 1

3 1

4 1

Ðàçáîð çàäà÷è J. Èãðà S-Ãðþíäè

Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ õî-
ðîøèì.
Òåîðåìà 14. Ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) 0, 1 ∈ S,

2) 2, 3, 4, 6, 8 6∈ S,

3) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ëèáî 4n− 1 6∈ S, ëèáî 4n+ 3 6∈ S,

4) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ëèáî 4n− 4 6∈ S, ëèáî 4n 6∈ S.

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a(n) (n ∈ N) ñëåäóþùèì îáðàçîì: çíà÷å-
íèÿ a(n) ïðè n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ðàâíû 0, 0, 0, 1, 0, 2, 1, 3 ñîîòâåòñòâåííî
è a(n + 4) = a(n) ïðè n > 4. Òîãäà ìíîæåñòâî S áóäåò õîðîøèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà GS(n) = a(n) ïðè âñåõ n ∈ N.
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Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó 14.
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè S õîðîøåå ìíîæåñòâî, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì (1), (2), (3), (4).
Åñëè 0 6∈ S, òî GS(2) = mex {GS(1)⊕GS(1)} = mex {0} = 1 6= a(2) = 0.

Çíà÷èò, 0 ∈ S. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ GS(3), ïîëó÷èì, ÷òî
1 ∈ S. Çíà÷èò, S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1).

Òàê êàê GS(1) ⊕ GS(7) = 1, GS(2) ⊕ GS(6) = 2, GS(3) ⊕ GS(5) = 0, òî
GS(8) áóäåò ðàâíî 3, òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè 2, 4, 6 6∈ S. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå
ðàññóæäåíèå äëÿ GS(3), ïîëó÷èì, ÷òî 8 6∈ S. Ïîõîæèé àíàëèç çíà÷åíèÿ
GS(7) ïîêàçûâàåò, ÷òî 3 6∈ S. Çíà÷èò, S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2).

Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (3). Ïðè n = 1 îíî âûïîëíÿåòñÿ
â ñèëó òîãî, ÷òî 3 6∈ S. Ïóñòü n ≥ 2. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå GS(4n+ 7). Òàê
êàê GS(4n + 7) = a(4n + 7) = 1, òî äîëæíî ñóùåñòâîâàòü k, äëÿ êîòîðîãî
1 ≤ k ≤ 4n+ 7− k, 4n+ 7− 2k 6∈ S è a(k)⊕ a(4n+ 7− k) = 0. Ïðè k ≥ 5
ðàâåíñòâî a(k)⊕a(4n+7−k) = 0 íåâîçìîæíî (åñëè a(k)⊕a(4n+7−k) = 0,

òî a(k) = a(4n + 7 − k), îòêóäà 4n + 7 − 2k
... 4, ÷òî íåâîçìîæíî). Ïðè

1 ≤ k ≤ 4 ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè k = 2, 4. Ïîýòîìó ëèáî
4n+ 7− 2 · 2 = 4n+ 3, ëèáî 4n+ 7− 2 · 4 = 4n− 1 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
S. Òåì ñàìûì ñâîéñòâî (3) äîêàçàíî.

Ïîõîæèì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå (4). Ïðè n = 1, 2, 3 îíî âûïîëíÿ-
åòñÿ, òàê êàê 4, 8 6∈ S. Ïóñòü n ≥ 4. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå GS(4n + 4). Òàê
êàê GS(4n + 4) = a(4n + 4) = 3, òî äîëæíî ñóùåñòâîâàòü k, äëÿ êîòîðîãî
1 ≤ k ≤ 4n+ 4− k, 4n+ 4− 2k 6∈ S è a(k)⊕ a(4n+ 4− k) = 2. Ïðè k ≥ 5
÷èñëî a(k)⊕a(4n+4−k) ðàâíî ëèáî 0, ëèáî 1, ïîýòîìó òàêèå k íå ïîäõîäÿò.
Ïðè 1 ≤ k ≤ 4 ðàâåíñòâî a(k) ⊕ a(4n + 4 − k) = 2 âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè
k = 2, 4. Ïîýòîìó ëèáî 4n + 4 − 2 · 2 = 4n, ëèáî 4n + 4 − 2 · 4 = 4n − 4
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S. Òåì ñàìûì ñâîéñòâî (4) äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, â îäíó ñòîðîíó òåîðåìà äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1), (2),

(3), (4), òî îíî ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì, òî åñòü, ÷òî GS(n) = a(n) ïðè n ≥ 1.
Ïðè 1 ≤ n ≤ 12 ðàâåíñòâî GS(n) = a(n) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ èç îïðå-

äåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè GS(n) è ñâîéñòâ (1) è (2) (ïðè âû÷èñëåíèè
çíà÷åíèé GS(7), GS(9) è GS(2) îêàçûâàåòñÿ íåâàæíûì ïðèíàäëåæàò èëè
íåò ìíîæåñòâó S ÷èñëà 5, 7, 9).

×òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî GS(n) = a(n) ïðè n ≥ 13, íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñëåäóþùàÿ:
Ëåììà 6. Äëÿ âñåõ n ≥ 9 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

a(k)⊕ a(n− k) 6= a(n), 1 ≤ k ≤ n− k. (10)
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî a(n− 1), a(n− 2), a(n− 3) 6= a(n) è a(n− 4) =
a(n) ïðè n ≥ 9. Òàê êàê a(1) = a(2) = a(3) = 0 è a(4) = 1, òî èç ýòîãî
ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (10) ïðè 1 ≤ k ≤ 4.

Òàê êàê a(n) èìååò ïåðèîä 4 ïðè n ≥ 5, òî ïðè 5 ≤ k ≤ n− k:

a(k)⊕ a(n− k) = a(l)⊕ a(n− l),

ãäå 5 ≤ l ≤ 8 è k − l
... 4. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (10) ëèøü ïðè

5 ≤ k ≤ 8. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
a(n), â çàâèñèìîñòè îò îñòàòêà ÷èñëà n ïðè äåëåíèè íà 4.

Áóäåì äîêàçûâàòü ðàâåíñòâîGS(n) = a(n) èíäóêöèåé ïî n. Ïðè 1 ≤ n ≤
12 îíî óæå äîêàçàíî. Ïóñòü n ≥ 13 è äëÿ âñåõ ìåíüøèõ n îíî âûïîëíÿåòñÿ
(ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè). Òàê êàê n ≥ 13, òî ïî ëåììå 6:

GS(k)⊕GS(n− k) = a(k)⊕ a(n− k) 6= a(n), 1 ≤ k ≤ n− k.

Ïîýòîìó a(n) 6∈ An = {GS(x)⊕GS(y) : x, y > 0, x+ y = n, |x− y| 6∈ S}.
Äîêàæåì, ÷òî:

0, 1, . . . , a(n)− 1 ∈ An. (11)

Òîãäà èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî GS(n) = mexAn = a(n) ïî îïðåäå-
ëåíèþ îïåðàöèè mex . Ðàçáåðåì 4 ñëó÷àÿ:

1) n = 4m+ 1. Çäåñü a(n) = 0 è óñëîâèå (11) âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.
2) n = 4m+ 2. Â ýòîì ñëó÷àå a(n) = 2 è íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî 0, 1 ∈ An.
Òàê êàê (2m + 3) + (2m − 1) = n è (2m + 3) − (2m − 1) = 4 6∈ S ïî

óñëîâèþ (2), òî GS(2m−1)⊕GS(2m+3) = a(2m−1)⊕a(2m+3) = 0 ∈ An

(m ≥ 3 ïðè n ≥ 13, ïîýòîìó a(2m− 1) = a(2m+ 3)).
Òàê êàê (2m + 2) + 2m = n è (2m + 2) − 2m = 2 6∈ S ïî óñëîâèþ (2),

òî GS(2m) ⊕ GS(2m + 2) = a(2m) ⊕ a(2m + 2) = 2 ⊕ 3 = 1 ∈ An (òàê êàê
m ≥ 3, òî a(2m) è a(2m+ 2) ðàâíû 2 è 3 â êàêîì-òî ïîðÿäêå).

Èòàê, óñëîâèå (11) â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíåíî.
3) n = 4m+ 3. Çäåñü a(n) = 1 è íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî 0 ∈ An. Èìååì:

GS(2)⊕GS(4m+ 1) = a(2)⊕ a(4m+ 1) = 0⊕ 0 = 0,

GS(4)⊕GS(4m− 1) = a(4)⊕ a(4m− 1) = 1⊕ 1 = 0.

Ïî óñëîâèþ (3) ëèáî (4m+ 1)− 2 = 4m− 1, ëèáî (4m− 1)− 4 = 4m− 5
íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S. Ïîýòîìó â ëþáîì ñëó÷àå 0 ∈ An.

4) n = 4m+4. Â ýòîì ñëó÷àå a(n) = 3 è íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî 0, 1, 2 ∈ An.
Ñîîòíîøåíèå 0, 1 ∈ An, ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 2), à ñîîòíîøåíèå
2 ∈ An − àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 3) ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ (4).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (11) ïðîâåðåíî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, ïîýòîìó
GS(n) = a(n). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåïåðü ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê çàäà÷å. Ïóñòü f(n) − èñêîìîå êî-
ëè÷åñòâî õîðîøèõ ìíîæåñòâ, ýëåìåíòû êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò n. Ââåäåì
òàêæå äîïîëíèòåëüíûå ôóíêöèè fr(n). Ýòî êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ìíîæåñòâ,
ýëåìåíòû êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò n è äàþò îñòàòîê r ïðè äåëåíèè íà 4.
Òîãäà:

f(n) = f0(n) · f1(n) · f2(n) · f3(n). (12)

Äåéñòâèòåëüíî, èç òåîðåìû 14 ñëåäóåò, ÷òî ïîâåäåíèå ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà, äàþùèõ ôèêñèðîâàííûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè 4, íèêàê íå çàâèñèò îò
ýëåìåíòîâ, äàþùèõ äðóãèå îñòàòêè.

Íàéäåì îòäåëüíî çíà÷åíèå fr(n) äëÿ êàæäîãî r ∈ {0, 1, 2, 3}.
Ïðè r = 1 åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà S ýòî 1 ∈ S. Ïîýòîìó f1(n) =

2[(n−1)/4]+, ãäå x+ = max{0, x}.
Ïðè r = 2 åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà S ýòî 2, 6 6∈ S. Ïîýòîìó f2(n) =

2[(n−6)/4]+.
Ïðè r = 0 îãðàíè÷åíèÿ íà S ñëîæíåå, òàê êàê êðîìå ñâîéñòâ 0 ∈ S,

4, 8 6∈ S ïîÿâëÿåòñÿ åùå ñâîéñòâî (4). Äîñòàòî÷íî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ
g(n) = f0(4n). ßñíî, ÷òî g(0) = g(1) = g(2) = 1, à èç ñâîéñòâà (4) ìîæíî
ëåãêî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó g(n + 1) = g(n) + g(n − 1) ïðè
n ≥ 2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g(n) = Fn ïðè n ≥ 1, ãäå Fn − n−òûé ÷ëåí
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è. Ïîýòîìó f0(n) = F[n/4] ïðè n ≥ 4 è f0(n) =
1 ïðè 0 ≤ n < 4.

Íàêîíåö, ïðè r = 3 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ 3 6∈ S è (3). Îòêóäà
àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ r = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî f3(n) = F[(n+5)/4].

Çíà÷åíèÿ f1(n), f2(n) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî àë-
ãîðèòìà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ÷èñëà 2 ïî ìîäóëþ çà O(log n), à f0(n), f3(n)
− ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî àëãîðèòìà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû 2× 2 ïî ìîäóëþ òàêæå çà O(log n). Îáà àëãîðèòìà ïîäðîáíî ðàñ-
ñìîòðåíû â ëåêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è çà O(log n).

Çàäà÷à K. Äâå óëèòêè

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: k.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: k.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Èç âåðõíåãî ëåâîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî ïîëÿ, ñîñòîÿùåãî èç M ñòðîê
è N ñòîëáöîâ, óëèòêà îáîøëà ïî ñïèðàëè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïðè ýòîì âñå
êëåòêè îíà ïðîíóìåðîâàëà ÷èñëàìè 1, 2, 3,. . . ïîñëåäîâàòåëüíî â ïîðÿäêå
îáõîäà.
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Òåïåðü íà ýòîì ïîëå ïîÿâëÿåòñÿ äðóãàÿ óëèòêà, êîòîðîé íåîáõîäèìî ïî-
ïàñòü èç êëåòêè (i1, j1) â êëåòêó (i2, j2). Êàæäóþ ñåêóíäó îíà ìîæåò ïå-
ðåìåùàòüñÿ â ñîñåäíþþ ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè êëåòêó, íî ëèøü
ïðè óñëîâèè, ÷òî íîìåð ýòîé êëåòêè îòëè÷àåòñÿ îò íîìåðà ïðåäûäóùåé íå
áîëåå, ÷åì íà k.

Âàøà çàäà÷à � óçíàòü ñêîëüêî âðåìåíè ïîòðåáóåòñÿ âòîðîé óëèòêå, ÷òî-
áû äîáðàòüñÿ äî íóæíîé êëåòêè.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âî âõîäíîì ôàéëå çàïèñàíû öåëûå ÷èñëà M , N , k, i1, j1, i2, j2 (1 ≤
M,N ≤ 1000, 1 ≤ k ≤ 20000, 1 ≤ i1, i2 ≤M , 1 ≤ j1, j2 ≤ N).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â âûõîäíîé ôàéë âûâåäèòå îäíî öåëîå ÷èñëî � ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, çà
êîòîðîå âòîðàÿ óëèòêà ñìîæåò äîáðàòüñÿ äî íóæíîé êëåòêè.

Ïðèìåðû

k.in k.out
3 5 1 1 2 3 4 6

5 5 7 3 1 3 3 4

Ðàçáîð çàäà÷è K. Äâå óëèòêè

Ñì. ðàçáîð çàäà÷è À.

Çàäà÷à L. Òðåóãîëüíàÿ êîìíàòà

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: l.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: l.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Âî ìíîãèõ êíèãàõ ïî çàíèìàòåëüíîé ìàòåìàòèêå ïðèâîäèòñÿ òàêàÿ çàäà-
÷à. Ðàññòàâèòü ïî ïåðèìåòðó òðåóãîëüíîé êîìíàòû 3 ñòóëà òàê, ÷òîáû
ó êàæäîé ñòåíû ñòîÿëî ïî 2. Åå ðåøåíèå � ïîñòàâèòü ïî ñòóëó â êàæ-
äûé èç óãëîâ êîìíàòû.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü êîìíàòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðå-
óãîëüíèê ABC. Äàíî îáùåå êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ n, êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ nAB,
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êîòîðîå äîëæíî ñòîÿòü ó ñòåíûAB, êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ nBC , êîòîðîå äîëæ-
íî ñòîÿòü ó ñòåíû BC, êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ nAC , êîòîðîå äîëæíî ñòîÿòü ó
ñòåíû AC. Íåîáõîäèìî íàéòè îáùåå êîëè÷åñòâî ðàññòàíîâîê ñòóëüåâ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ. Ñòóëüÿ ìîæíî ñòàâèòü òîëüêî â óãëû êîìíàòû
è âäîëü ñòåí, â öåíòð êîìíàòû ñòóëüÿ ñòàâèòü íåëüçÿ. Â ëþáîé èç óãëîâ
ìîæíî ïîñòàâèòü ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò öåëûå ÷èñëà n, nAB, nBC , nAC
(0 ≤ n, nAB, nBC , nAC ≤ 1000).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âà-
ðèàíòîâ ðàññòàíîâêè ñòóëüåâ. Â ñëó÷àå, êîãäà åñòü õîòÿ áû îäèí âàðèàíò,
âûâåäèòå âî âòîðîé ñòðîêå 6 öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë: kA, kAB, kB,
kBC , kC , kAC � ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî ñòóëüåâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïî-
ñòàâèòü â óãîë A, âäîëü ñòåíû AB, â óãîë B, âäîëü ñòåíû BC, â óãîë C è
âäîëü ñòåíû AC.

Ïðèìåðû

l.in l.out
3 2 2 2 1

1 0 1 0 1 0

3 3 2 2 0

Ðàçáîð çàäà÷è L. Òðåóãîëüíàÿ êîìíàòà

Ñì. ðàçáîð çàäà÷è B.

Çàäà÷à M. Ïîëó÷èòü îäèíàêîâûå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: m.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: m.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Íà ñòîëå ëåæàò êàðòî÷êè, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàïèñàíî íåêîòîðîå
÷èñëî. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ äîâîëüíî áîëüøàÿ ñòîïêà ÷èñòûõ êàðòî÷åê.
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Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ óáðàòü ñî ñòîëà äâå êàðòî÷êè ñ îäèíàêîâûìè
÷èñëàìè, çàòåì âçÿòü èç ñòîïêè äâå ÷èñòûå, íàïèñàòü íà êàæäîé èç íèõ ïî
îäíîìó ÷èñëó è ïîëîæèòü íà ñòîë.

Òðåáóåòñÿ óçíàòü êàê ñäåëàòü òàê, ÷òîáû íà ñòîëå áûëè êàðòî÷êè, íà
êîòîðûõ íàïèñàíû îäèíàêîâûå ÷èñëà.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàäàåòñÿ êîëè÷åñòâî ëåæàùèõ íà êàðòî÷åê N
(1 ≤ N ≤ 30000), à âî âòîðîé � N ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà íèõ. Âñå
÷èñëà íàòóðàëüíûå è íå ïðåâûøàþò 109.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âûâåäèòå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé L, íåîáõîäèìûõ äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íà ñòîëå âñå îäèíàêîâûå êàðòî÷êè. Çíà÷åíèå L íåîáÿçà-
òåëüíî äîëæíî áûòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì, íî íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü
N . Â ïîñëåäóþùèõ L ñòðîêàõ âûâåäèòå ïî ÷åòûðå ÷èñëà, îïðåäåëÿþùèå,
÷òî íóæíî äåëàòü â ñîîòâåòñòâóþùèé õîä: ïåðâîå è âòîðîå � ÷èñëà, çà-
ïèñàííûå íà óáèðàåìûõ êàðòî÷êàõ, òðåòüå è ÷åòâåðòîå � ÷èñëà, êîòîðûå
íóæíî íàïèñàòü íà íîâûõ êàðòî÷êàõ. Åñëè íåâîçìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû
íà ñòîëå îêàçàëèñü âñå îäèíàêîâûå êàðòî÷êè, âûâåäèòå îäíî ÷èñëî −1.

Ïðèìåðû

m.in m.out
3
1 2 2

1
2 2 1 1

6
3 3 3 4 4 4

2
3 3 4 3
3 3 4 4

Ðàçáîð çàäà÷è M. Ïîëó÷èòü îäèíàêîâûå

Ñì. ðàçáîð çàäà÷è D.
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Çàäà÷à N. Ïðûæêè íà ïîëîñå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: n.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: n.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà 1×N ðàçáèòà íà êëåòêè ðàçìåðà 1×1. Â êëåòêå
ñ íîìåðîì s ñòîèò øàøêà. Â ïåðâûé õîä îíà äîëæíà ïåðåìåñòèòüñÿ íà
îäíó êëåòêó (âëåâî èëè âïðàâî). Âòîðîé õîä äîëæåí áûòü ñäåëàí óæå íà
2 êëåòêè è ò.ä. Êàæäûé ñëåäóþùèé õîä âûïîëíÿåòñÿ ñ øàãîì, íà åäèíèöó
áîëüøå, ÷åì ïðåäûäóùèé. Òàê ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ó øàøêè íå
îñòàíåòñÿ õîäîâ, íå âûâîäÿùèõ åå çà ïðåäåëû ïîëîñû. Îïðåäåëèòå êàêîå
ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ÷èñëî õîäîâ ìîæåò ñäåëàòü øàøêà.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíî êîëè÷åñòâî òåñòîâ T
(1 ≤ T ≤ 20). Â êàæäîé èç ïîñëåäóþùèõ T ñòðîê çàäàíû ïî äâà
öåëûõ ÷èñëà N è s (1 ≤ N ≤ 1000, 1 ≤ s ≤ N), îïðåäåëÿþùèõ äàííûå äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî òåñòà.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûõîäíîé ôàéë äîëæåí ñîñòîÿòü èç T ñòðîê, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñî-
äåðæèòñÿ ïî äâà öåëûõ ÷èñëà � ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
õîäîâ øàøêè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òåñòà.

Ïðèìåð

n.in n.out
2
3 2
6 2

2 2
5 3

Ðàçáîð çàäà÷è N. Ïðûæêè íà ïîëîñå

Ñì. ðàçáîð çàäà÷è E.
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Çàäà÷à O. Ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: o.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: o.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Âàì äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî m. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîèçâåäåíèå âñåõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäÿùèõ m è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m, è âûäàòü
åãî îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà m.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ≤
1012.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííóþ ñòðîêó âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå îòâåò íà çàäà÷ó.

Ïðèìåðû

o.in o.out
1 0

2 1

3 2

4 3

5 4

6 5

7 6

Ðàçáîð çàäà÷è O. Ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ

Ñì. ðàçáîð çàäà÷è F.
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Çàäà÷à P. Íåäåëèìîñòü áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ
Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: p.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: p.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Îáîçíà÷èì C i
n =

n!

i!(n− i)!
, ãäå 0 ≤ i ≤ n è n, i � öåëûå ÷èñëà. Âàì äàíû

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è ïðîñòîå ÷èñëî p. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî ÷èñåë
i ∈ {0, 1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ C i

n íå äåëèòñÿ íà p.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíû íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n ≤ 1018 è ïðîñòîå ÷èñëî p < 1018.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííóþ ñòðîêó âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå îòâåò íà çàäà÷ó.

Ïðèìåðû

p.in p.out
4 2 2

8 3 9

4 5 5

Ðàçáîð çàäà÷è P. Íåäåëèìîñòü áèíîìèíàëüíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ

Ñì. ðàçáîð çàäà÷è G.

Çàäà÷à Q. Èððàöèîíàëüíûå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: q.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: q.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äëÿ äàííîãî íàòóðàëüíîãî N òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè ìíîæå-
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ñòâî èç N òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� êîîðäèíàòû òî÷åê ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè;

�� ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ èððà-
öèîíàëüíûì ÷èñëîì;

� íèêàêèå òðè òî÷êè ìíîæåñòâà íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N ≤ 1000 � êîëè÷åñòâî òî÷åê â ìíîæåñòâå.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â âûõîäíîé ôàéë âûâåäèòå êîîðäèíàòû òî÷åê ïîñòðîåííîãî ìíîæåñòâà
(êàæäóþ òî÷êó â îòäåëüíîé ñòðîêå, êîîðäèíàòû ÷åðåç ïðîáåë). Êîîðäèíà-
òû òî÷åê íå äîëæíû ïðåâûøàòü ïî ìîäóëþ 1000000. Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî
òàêîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò. Åñëè òàêèõ ìíîæåñòâ íåñêîëüêî, ìîæíî âû-
äàòü ëþáîå.

Ïðèìåðû

q.in q.out
1 1000000 -1000000

2 0 0
1 1

3 0 0
1 1
-1 2

Ðàçáîð çàäà÷è Q. Èððàöèîíàëüíûå ïîïàðíûå ðàññòî-
ÿíèÿ

Ðàññìîòðèì òî÷êè

(
i,
i(i+ 1)

2

)
, ãäå 0 ≤ i < n. Äîêàæåì, ÷òî ýòî ìíî-

æåñòâî òî÷åê ïîäõîäèò. Âî-ïåðâûõ, ÿñíî, ÷òî èõ êîîðäèíàòû öåëûå. Äàëåå,
òàê êàê n ≤ 1000, òî èõ êîîðäèíàòû íåîòðèöàòåëüíûå è ìåíüøå 500000, òî
åñòü óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è. Òàê êàê ýòè òî÷êè ëåæàò íà ïàðàáîëå

f(x) =
x2 + x

2
, ãðàôèê êîòîðîé ñòðîãî âûïóêëûé ââåðõ ïðè x ≥ 0, òî íè-

êàêèå òðè èç íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Íàêîíåö, ðàññòîÿíèå ìåæäó
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i−òîé è j−òîé òî÷êàìè ðàâíî:

di,j =

√
(i− j)2 +

(
i2 + i

2
− j2 + j

2

)2

=
|i− j|

2

√
4 + (i+ j + 1)2.

Ïðè i 6= j âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî i + j + 1 ≥ 2, ïîýòîìó ÷èñëî 4 +
(i+ j + 1)2 íå ìîæåò áûòü êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà, à çíà÷èò, di,j ÿâëÿåòñÿ
èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.

Çàäà÷à R. Ìèíèìàêñíîå ïàðîñî÷åòàíèå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: r.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: r.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Çàäàí ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô, êàæäàÿ äîëÿ êîòîðîãî ñîñòîèò èç N
âåðøèí. Êàæäîé èç âåðøèí ïðèïèñàí âåñ � öåëîå ÷èñëî. Âåñ ðåáðà îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå âåñîâ âåðøèí, êîòîðûå îíî ñîåäèíÿåò.

Êàê èçâåñòíî, ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ðåáåð, ïî-
ïàðíî íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí. Ïàðîñî÷åòàíèå íàçûâàþò ñîâåðøåííûì,
åñëè îíî ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû ãðàôà, òî åñòü êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà
èíöèäåíòíà êàêîìó-ëèáî ðåáðó ïàðîñî÷åòàíèÿ.

Âàøà çàäà÷à � íàéòè ñîâåðøåííîå ìèíèìàêñíîå ïàðîñî÷åòàíèå, òî åñòü
òàêîå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé èç âåñîâ ðåáåð ïàðîñî÷åòàíèÿ áóäåò ìèíèìàëüíî
âîçìîæíûì.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíî öåëîå ÷èñëî N (1 ≤ N ≤ 105).
Âî âòîðîé ñòðîêå � N öåëûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå 109. i-îå ÷èñëî â ñòðîêå îáîçíà÷àåò âåñ i-îé âåðøèíû ïåðâîé äîëè
ãðàôà. Â òðåòüåé ñòðîêå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíû âåñà âåðøèí
âòîðîé äîëè. Âåðøèíû êàæäîé äîëè èìåþò íîìåðà îò 1 äî N .

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå îäíî öåëîå ÷èñëî � âåñ ñî-
âåðøåííîãî ìèíèìàêñíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, ò.å. ìàêñèìàëüíûé èç âåñîâ åãî
ðåáåð. À âî âòîðîé ñòðîêå îïèñàíèå ýòîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ � N öåëûõ ÷è-
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ñåë, i-îå èç êîòîðûõ îáîçíà÷àåò íîìåð âåðøèíû âî âòîðîé äîëå, ñ êîòîðîé
ñîåäèíåíà ðåáðîì ïàðîñî÷åòàíèÿ i-àÿ âåðøèíà ïåðâîé äîëè.

Ïðèìåð

r.in r.out
3
1 2 3
9 10 11

27
2 3 1

Ðàçáîð çàäà÷è R. Ìèíèìàêñíîå ïàðîñî÷åòàíèå

Çà âåñüìà ãðîìîçäêîé ôîðìóëèðîâêîé ñêðûâàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòàÿ çà-
äà÷à: çàäàíî äâà ìàññèâà A[1..N ] è B[1..N ]. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêóþ ïåðå-
ñòàíîâêó P ÷èñåë îò 1 äîN , ÷òî âåëè÷èíà max

i=1,N
A[i]·B[Pi] áûëà ìèíèìàëüíî

âîçìîæíîé.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âñå ýëåìåíòû â ìàññèâàõ � ïîëîæèòåëüíû.

Òîãäà íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìåíüøåìó çíà÷åíèþ A áîëüøåå
çíà÷åíèå B. Åñëè ýòî íå òàê, è ñóùåñòâóåò ïàðà òàêèõ çíà÷åíèé i è j, ÷òî
A[i] < A[j] è A[Pi] < A[Pj], òî ìàêñèìàëüíîå èç ïðîèçâåäåíèé â ýòîé ïàðå
(A[j] ·A[Pj]) áóäåò áîëüøå ëþáîãî èç ïðîèçâåäåíèé A[j] ·A[Pi] è A[i] ·A[Pj].
Ïîýòîìó îáìåíÿâ çíà÷åíèÿ Pi è Pj â ïåðåñòàíîâêå ìû òî÷íî íå óõóäøèì
ïàðîñî÷åòàíèå.

Åñëè âñå ýëåìåíòû îòðèöàòåëüíû, òî ìîæíî èçìåíèòü çíàê âñåõ ýëåìåí-
òîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûé è ñâåñòè çàäà÷ó ê óæå ðåøåííîé. Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü, ÷òî êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíòîâ â A ðàâíî p, à â B � q.
Åñëè p + q < N , òî ìû ñìîæåì p íàèáîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
èç B ñî÷åòàòü ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè A (ïðè÷åì ïðîèçâîëüíûì îá-
ðàçîì), q íàèáîëüøèå ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ A � c îòðèöàòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè B. Äëÿ îñòàâøèõñÿ N − p − q ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ A
è B ñî÷åòàåì ñîãëàñíî óêàçàííîìó âûøå ïðàâèëó. Àíàëîãè÷íî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñëó÷àé p + q > N � çäåñü ïðèäåòñÿ ñî÷åòàòü ìàëûå ïî ìîäóëþ
îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ìåæäó ñîáîé.

Íàêîíåö îñòàåòñÿ ñàìûé îïàñíûé ñëó÷àé � p + q = N . Çäåñü ñíîâà p
ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ èç B ñî÷åòàþòñÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè
A, à q ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ A � c îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè B. Â
ýòîì ñëó÷àå âñå ïðîèçâåäåíèÿ (à çíà÷èò è íàèáîëüøåå èç íèõ) áóäóò îòðè-
öàòåëüíûìè. Åñëè õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò ñî÷åòàëñÿ áû ñ ýëåìåíòîì ñâîåãî
çíàêà, òî ðåçóëüòàò èõ óìíîæåíèÿ áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, è çíà÷èò òàêîå
ñî÷åòàíèå çàâåäîìî íå áóäåò îïòèìàëüíûì. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ìû óæå
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íå ìîæåì ïðîèçâîëüíî ñî÷åòàòü ýëåìåíòû êàæäîé ãðóïïû � íàì íåîáõî-
äèìî îáåñïå÷èòü ìèíèìàëüíîñòü ìàêñèìàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èëè ìàê-
ñèìàëüíîñòü ìèíèìàëüíîãî èç àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ïðîèçâåäåíèÿ. Äëÿ
ýòîãî ìåíüøåìó ïî ìîäóëþ çíà÷åíèþ A äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü áîëüøåå
ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå B.

Åñëè íåêîòîðûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, òî èõ ìîæíî îòíåñòè ëèáî ê
ïîëîæèòåëüíûì, ëèáî ê îòðèöàòåëüíûì. Îíè êîððåêòíî óêëàäûâàþòñÿ â
ðàññìîòðåííóþ íàìè ñõåìó.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî îòñîðòèðîâàòü ìàññèâû A èB âìåñòå ñ íîìå-
ðàìè â ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîðÿäêàõ. Â ñëó÷àå, åñëè p+q = N , íóæíî ïåðå-
âåðíóòü îòðèöàòåëüíûå ôðàãìåíòû â êàæäîì ìàññèâå â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâèå, ãàðàíòèðóþùåå ìèíèìàëüíîñòü
ìàêñèìàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà � O(N logN).

Çàäà÷à S. Êîëè÷åñòâî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: s.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: s.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ïóñòüm íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ×èñëî a ∈ {0, 1, . . . ,m−1} íàçû-
âàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ m, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå
÷èñëî x, ÷òî x2−a äåëèòñÿ íàm. Âàì äàíîm è òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî
êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî T ≤ 100,
êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåëm â ôàéëå. Â ïîñëåäóþùèõ T ñòðîêàõ çàäà-
íû ñàìè ýòè ÷èñëà. Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò 1012.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m èç âõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå â îò-
äåëüíîé ñòðîêå êîëè÷åñòâî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
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Ïðèìåðû

s.in s.out
5
1
2
3
4
12

1
2
2
2
4

Ðàçáîð çàäà÷è S. Êîëè÷åñòâî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ

Ïóñòü f(m) � èñêîìîå êîëè÷åñòâî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
Ðàçëîæèì m íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: m = pa1

1 · . . . · pas
s . Òîãäà èç êèòàéñêîé

òåîðåìû îá îñòàòêàõ ñëåäóåò, ÷òî:

f(m) = f(pa1
1 ) · . . . · f(pas

s ). (13)

Íàéäåì f(pn) äëÿ ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíîãî n. Ïóñòü a � íåíóëåâîé
êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ pn è a = pkb, ãäå k ≥ 0 è b íå êðàòíî p.
Òàê êàê 0 < a < pn, òî k < n. Åñëè k íå÷åòíî, òî èç ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a
(mod pn) ñëåäóåò, ÷òî x2 äåëèòñÿ íà pk. Îòêóäà x äåëèòñÿ íà p(k+1)/2, à
çíà÷èò x2 äåëèòñÿ íà pk+1. Ïîýòîìó òàê êàê k < n, òî è a äåëèòñÿ íà pk+1.
Îòêóäà b äåëèòñÿ íà p. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò k ÷åòíî. Ïóñòü k = 2j, j ≥ 0.
Òîãäà êàê è ðàíåå çàêëþ÷àåì, ÷òî x äåëèòñÿ íà pj, òî åñòü x = pjy. È òîãäà
ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod m) ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ y2 ≡ b (mod pn−2j).

Èç ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî:

f(pn) = 1 +

[n−1
2 ]∑

j=0

g(pn−2j), (14)

ãäå g(m) � êîëè÷åñòâî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, âçàèìíî ïðî-
ñòûõ ñ m, à ïåðâàÿ åäèíèöà îòâå÷àåò çà íóëåâîé êâàäðàòè÷íûé âû÷åò.

Íàéäåì òåïåðü g(pn).
Ïóñòü âíà÷àëå p = 2. Òîãäà ÿñíî, ÷òî g(2) = g(4) = 1, à ïðè n ≥ 3 ïî

òåîðåìå èç ëåêöèè íå÷åòíîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî
ìîäóëþ 2n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ≡ 1 (mod 8). Ïîýòîìó g(2n) = 2n−3

ïðè n ≥ 3. Îáúåäèíÿÿ îòâåòû ïðè ðàçíûõ n â îäèí, ïîëó÷èì, ÷òî:

g(2n) = 2max{0,n−3}, n ≥ 1. (15)
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Åñëè p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïî òåîðåìå èç ëåêöèè ÷èñëî a, íå
êðàòíîå p, áóäåò êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ pn òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îñòàòîê a ïðè äåëåíèè íà p ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî
ìîäóëþ p. Òàê êàê ïî ìîäóëþ p ðîâíî (p − 1)/2 íåíóëåâûõ êâàäðàòè÷íûõ
âû÷åòîâ (ñì. ëåêöèþ), òî:

g(pn) =
p− 1

2
pn−1, n ≥ 1. (16)

Òåïåðü èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (13), (14), (15) è (16), ìû ìîæåì ëåãêî íàéòè
f(m) ïî ðàçëîæåíèþ m íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Òàê êàê âî âõîäíîì ôàéëå ìîæåò áûòü ïîðÿäêà 100 ÷èñåë m, òî ñòàí-
äàðòíûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè çà O(

√
m), âîîáùå

ãîâîðÿ, ìîæåò íå ïðîéòè ïî âðåìåíè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âíà÷àëå äî ñ÷è-
òûâàíèÿ âõîäíûõ äàííûõ íàéòè ñ ïîìîùüþ ðåøåòà Ýðàòîñôåíà âñå ïðî-
ñòûå ÷èñëà äî

√
1012 = 106 è ñîõðàíèòü èõ â ìàññèâå. Âñåãî èõ áóäåò îêîëî

80000. À ïîòîì ñ÷èòûâàòü m è ðàñêëàäûâàòü åãî íà ìíîæèòåëè, äåëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíî íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà äî

√
m. Â èòîãå ñëîæíîñòü àëãîðèòìà

áóäåò ðàâíà O(Tπ(
√
m)), ãäå π(n) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë íå áîëüøèõ

n. Ïî çàìå÷àíèþ âûøå Tπ(
√
m) < 100 · 80000 = 8 · 106. Òî åñòü àëãîðèòì

ñ òàêîé ñëîæíîñòüþ âïîëíå óëîæèòñÿ ïî âðåìåíè.

Çàäà÷à T. Ôàêòîðèàë è 4-ÿ ñòåïåíü

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: t.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: t.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äëÿ íàòóðàëüíîãî m è ïðîñòîãî p îáîçíà÷èì ÷åðåç degp(m) ïîêàçà-
òåëü âõîæäåíèÿ ÷èñëà p â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà m íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè. Âàì äàíû íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è ïðîñòîå ÷èñëî p. Òðåáó-
åòñÿ âû÷èñëèòü îñòàòîê ÷èñëà n!/pdegp(n!) ïðè äåëåíèè íà p4. Äðóãèìè
ñëîâàìè n! äåëÿò íàöåëî íà p, ïîêà ýòî âîçìîæíî, è ïîëó÷åííîå ÷èñ-
ëî áåðóò ïî ìîäóëþ p4. ×èñëî n áóäåò çàäàíî â p-è÷íîé çàïèñè, òî åñòü
n = dL−1p

L−1 + dL−2p
L−2 + . . .+ d1p+ d0, ãäå dL−1, dL−2, . . . , d1, d0 � íåêîòî-

ðûå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ìåíüøèå p (öèôðû ÷èñëà n â p-è÷íîé
çàïèñè).

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíî ïðîñòîå ÷èñëî p (3 < p < 55000)
è íàòóðàëüíîå ÷èñëî L ≤ 500 000 � äëèíà p-è÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Âî
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âòîðîé ñòðîêå çàïèñàíû ÷åðåç ïðîáåë ÷èñëà dL−1, dL−2, . . . , d1, d0, ïðè ýòîì
dL−1 > 0.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííóþ ñòðîêó âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå îòâåò íà çàäà÷ó.

Ïðèìåðû

t.in t.out
5 5
1 2 1 3 4

607

11 10
2 0 3 6 9 0 6 2 6 10

8891

Ðàçáîð çàäà÷è T. Ôàêòîðèàë è 4-ÿ ñòåïåíü

Ïóñòü F (n) = n!/pdegp(n!) mod p4 � âåëè÷èíà, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ íàéòè.
Ïîäåëèì n íà p ñ îñòàòêîì: n = pq + r, ãäå 0 ≤ r < p è q ≥ 0. Òîãäà:

n! =
n∏

i=1

i =

q−1∏
j=0

p−1∏
k=1

(pj + k)

( r∏
k=1

(pq + k)

) q∏
j=1

pj

 =

q−1∏
j=0

p−1∏
k=1

(pj + k)

( r∏
k=1

(pq + k)

)
q!pq.

Îòêóäà:

F (n) ≡ F (q)

(
q−1∏
j=0

f(j)

)
fr(q) (mod p4), (17)

ãäå fr(j) = (
∏r

k=1(pj + k)) mod p4, à f(j) = fp−1(j).
ßñíî, ÷òî:

fr(j) ≡ r!+pj
∑

1≤x≤r

r!

x
+(pj)2

∑
1≤x<y≤r

r!

x · y
+(pj)3

∑
1≤x<y<z≤r

r!

x · y · z
(mod p4)

èëè:

fr(j) = a0(r)
(
1 + pj · a1(r) + (pj)2 · a2(r) + (pj)3 · a3(r)

)
mod p4, (18)
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ãäå:

a0(r) = r! mod p4,

a1(r) =

( ∑
1≤x≤r

invp4(x)

)
mod p4,

a2(r) =

( ∑
1≤x<y≤r

invp4(x)invp4(y)

)
mod p4,

a3(r) =

( ∑
1≤x<y<z≤r

invp4(x)invp4(y)invp4(z)

)
mod p4,

à invm(x) � îáðàòíûé îñòàòîê ê x ïî ìîäóëþ m (ñì. ëåêöèþ).
Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé a0(r), a1(r), a2(r), a3(r) ëåãêî ïîëó÷èòü ýô-

ôåêòèâíûå ôîðìóëû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ:

a0(0) = 1, a1(0) = a2(0) = a3(0) = 0, (19)

à ïðè 0 < r < p:

a0(r) = r · a0(r − 1) mod p4, (20)

a1(r) = (a1(r − 1) + invp4(r)) mod p4, (21)

a2(r) = (a2(r − 1) + invp4(r)a1(r − 1)) mod p4, (22)

a3(r) = (a3(r − 1) + invp4(r)a2(r − 1)) mod p4. (23)

×ècëî invp4(r) ìîæåò áûòü íàéäåíî ëèáî ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî àëãî-
ðèòìà Åâêëèäà, ëèáî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ýéëåðà è áèíàðíîãî àëãîðèòìà
âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Îáà ñïîñîáà ïîäðîáíî îïèñàíû â ëåêöèè è èìåþò
ñëîæíîñòü O(log p4) = O(log p).

Îáîçíà÷èì A0 = a0(p − 1), A1 = A0 · a1(p − 1) mod p4, A2 =
A0 · a2(p − 1) mod p4, A3 = A0 · a3(p − 1) mod p4. Òîãäà f(j) =(
A0 + pjA1 + (pj)2A2 + (pj)3A3

)
mod p4.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèç-

âåäåíèÿ
(∏q−1

j=0 f(j)
)

mod p4.

Ëåììà 7.

Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1) A1 äåëèòñÿ íà p
2.

2) A2 äåëèòñÿ íà p.
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3) A3 äåëèòñÿ íà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P (x) = (x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ p−
1)−(xp−1−1) = (p−1)!+1+

∑p−2
i=1 Bix

i. Îí áûë ââåäåí ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû Âèëüñîíà â ëåêöèè, è òàì áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå åãî êîýôôèöèåí-
òû êðàòíû p. Çíà÷èò, ÷èñëà B1, B2 è B3 êðàòíû p. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî,
÷òî, òàê êàê p > 3, òî Bj ≡ Aj (mod p) ïðè j = 1, 2, 3. Îòñþäà ñëåäóþò
ïóíêòû (2) è (3) ëåììû. Äîêàæåì ïóíêò (1). Èìååì:

A1 ≡
p−1∑
x=1

(p− 1)!

x
≡

p−1
2∑

x=1

p!

x(p− x)
≡ −p!

p−1
2∑

x=1

(invp(x))2 ≡ −p!
2

p−1∑
x=1

(invp(x))2 ≡

≡ −p!
2

p−1∑
x=1

x2 ≡ −p!
2
· p(p− 1)(2p− 1)

6
≡ 0 (mod p2)

òàê êàê p > 3.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû pA1 è p2A2 ïðè j è j2 â
âûðàæåíèè äëÿ f(j) äåëÿòñÿ íà p3, à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå (pj)3A3 âîîáùå
äåëèòñÿ íà p4, ïîýòîìó åãî ìîæíî îïóñòèòü ïðè âû÷èñëåíèè. Òî åñòü:

f(j) =
(
A0 + pjA1 + (pj)2A2

)
(mod p4). (24)

Òàêèì îáðàçîì, f(j) çàâèñèò ëèøü îò îñòàòêà ÷èñëà j ïðè äåëåíèè íà p.
Ïîäåëèì q íà p ñ îñòàòêîì: q = pq1 + r1, ãäå 0 ≤ r1 < p è q1 ≥ 0. Ó÷èòûâàÿ
ýòî, èìååì:

q−1∏
j=0

f(j) ≡

(
q1−1∏
j1=0

p−1∏
k=0

f(pj1 + k)

)(
r1−1∏
k=0

f(pq1 + k)

)
≡

≡

(
p−1∏
k=0

f(k)

)q1(r1−1∏
k=0

f(k)

)
≡ g(p− 1)q1g(r1 − 1) (mod p4)

èëè:
q−1∏
j=0

f(j) ≡ g(p− 1)q1g(r1 − 1) (mod p4), (25)

ãäå:

g(j) =

(
j∏

k=0

f(k)

)
mod p4. (26)
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Îáîçíà÷èì G = g(p− 1). Îáúåäèíÿÿ ôîðìóëû (17), (25) ïîëó÷èì:

F (n) ≡ F (q)Gq1g(r1 − 1)fr(q) (mod p4). (27)

Ïî óñëîâèþ n =
∑L−1

i=0 dip
i. Îáîçíà÷èì nk =

∑L−1
i=k dip

i−k. Êðîìå òîãî,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî di = ni = 0 ïðè âñåõ i ≥ L. ßñíî, ÷òî n = n0, q = n1,
r = d0, q1 = n2 è r1 = d1. Ïîýòîìó ôîðìóëà (27) ïðèìåò âèä:

F (n0) ≡ F (n1)G
n2g(d1 − 1)fd0

(n1) (mod p)4.

Ïðèìåíÿÿ âñå òå æå ðàññóæäåíèÿ ê nk âìåñòî n = n0 ïîëó÷èì, ÷òî:

F (nk) ≡ F (nk+1)G
nk+2g(dk+1 − 1)fdk

(nk+1) (mod p4). (28)

Èòåðèðóÿ ôîðìóëó (28) ïîëó÷èì, ÷òî:

F (n) ≡ G
∑L−1

k=0 nk+2

(
L−1∏
k=0

g(dk+1 − 1)fdk
(nk+1)

)
(mod p4). (29)

Òåïåðü îïèøåì áîëåå ïîäðîáíî àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ F (n) ïî ôîðìóëå
(29).

Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé a0(r), a1(r), a2(r),
a3(r) ïðè 0 ≤ r < p ïî ôîðìóëàì (19), (20), (21), (22), (23). Çàòåì âû÷èñ-
ëèòü ÷èñëà A0, A1, A2, ÷òîáû ïîòîì ïîñ÷èòàòü ïî íèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
f(j) è g(j) ïðè 0 ≤ j < p ïî ôîðìóëàì (24), (26). Âåñü ýòîò ïðåïðîöåñ-
ñèíã ïðîèñõîäèò çà O(p log p) îïåðàöèé (log p âîçíèêàåò èç-çà íàõîæäåíèÿ
invp4(x)).

Òåïåðü ïðîèçâåäåíèå
(∏L−1

k=0 g(dk+1 − 1)fdk
(nk+1)

)
mod p4 ìîæåò áûòü

âû÷èñëåíî çà O(L), òàê êàê çíà÷åíèÿ g(j) ñîõðàíåíû â ìàññèâå äëÿ âñåõ
j ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, è, çíà÷èò, âû÷èñëåíèå g(dk+1− 1) ïðîèñõîäèò çà O(1),
à çíà÷åíèå fdk

(nk+1) = fdk
(dk+1 + dk+2p+ dk+3p

2) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî çà
O(1) ïî ôîðìóëå (18) ïî èçâåñòíûì âåëè÷èíàì a0(r), a1(r), a2(r), a3(r).

×òîáû âû÷èñëèòü G
∑L−1

k=0 nk+2 mod p4, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 8. Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå G ≡

Ap
0 (mod p4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 7 èìååì

G ≡
p−1∏
j=0

f(j) ≡
p−1∏
j=0

(A0 + (pA1)j + (p2A2)j2) ≡ Ap
0 + p3Ap−1

0

A1

p2

p−1∑
j=0

j +
A2

p

p−1∑
j=0

j2

 ≡
≡ Ap

0 + p3Ap−1
0

(
A1

p2
· p(p− 1)

2
+
A2

p
· p(p− 1)(2p− 1)

6

)
≡ Ap

0(mod p4)
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òàê êàê p > 3.
Ïî ëåììå 8 è òåîðåìå Ýéëåðà (ñì. ëåêöèþ) èìååì äëÿ ëþáîãî s ≥ 0

Gs ≡ Ap s
0 ≡ A

(ps) mod p3(p−1)
0 ≡ Ap·(s mod p2(p−1))

0 ≡ Gs mod p2(p−1) (mod p4). (30)

Çàìå÷àíèå 1. Íåïîñðåäñòâåííî ïî òåîðåìå Ýéëåðà ìîæíî çàìåíèòü s
íà s mod p3(p−1), ÷òî òîæå ïðèåìëåìî, íî ëåììà 8 ïîçâîëÿåò çàìåíèòü
s íà áîëåå ìåíüøåå ÷èñëî.

Òàêèì îáðàçîì, íóæíî âû÷èñëèòü s =
(∑L−1

k=0 nk+2

)
mod p2(p− 1), à

ïîòîì ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî àëãîðèòìà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü çà O(log s) =
O(log p) âû÷èñëèòü Gs mod p4. Òàê êàê nk = pnk+1 +dk, òî ìû ëåãêî ìîæåì
íàéòè s çà O(L).

Âñå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü â áåççíàêîâîì 64-áèòíîì öåëî÷èñëåí-
íîì òèïå, ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèå íà p òàêîâî, ÷òî p4 < 263. ×òîáû íå áûëî
ïåðåïîëíåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ p4 íà-
äî ðàáîòàòü ñ íèìè â p2-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Òî åñòü, åñëè íàì íàäî
âû÷èñëèòü (a · b) mod p4, òî ïðåäñòàâèì a è b â âèäå a = a0 + a1 · p2 è
b = b0 + b1 · p2, ãäå 0 ≤ a0, a1, b0, b1 < p2. Òîãäà:

(a · b) mod p4 = (a0 · b0 + ((a0 · b1 + a1 · b0) mod p2) · p2) mod p4.

Çäåñü óæå âñå ïðîìåæóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ íå äàþò ïåðåïîëíåíèÿ òèïà.
Â èòîãå, ïîëó÷àåì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ F (n) ñî ñëîæíîñòüþ O(p log p+

L) è ïàìÿòüþ O(p+ L).
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Äåíü âòîðîé (20.02.2010ã).
Êîíòåñò Âèòàëèÿ Ãîëüäøòåéíà

Îá àâòîðå...

Ãîëüäøòåéí Âèòàëèé Áîðèñîâè÷,
àññèñòåíò è àñïèðàíò Ìîñêîâñêîãî Ôèçèêî-
Òåõíè÷åñêîãî Èíñòèòóòà. ×ëåí íàó÷íîãî
êîìèòåòà âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ ïî èíôîðìàòèêå è ñáîðîâ ïî ïîäãî-
òîâêå ê ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäå øêîëü-
íèêîâ. Ñòàæåð êîìïàíèè Google (çèìà-
âåñíà 2008). Çàâó÷ Ëåòíåé Êîìïüþòåðíîé
Øêîëû (Àâãóñò, 2009) è Ëåòíåé Êîìïüþ-
òåðíîé Øêîëû (Çèìà, 2009-2010). Ðàçðà-
áîò÷èê êîìïàíèè ßíäåêñ.

Îñíîâíûå äîñòèæåíèÿ:

� ÷åìïèîí Ðîññèè íà îëèìïèàäå ïî èí-
ôîðìàòèêå ñðåäè øêîëüíèêîâ 2004;

�� çîëîòàÿ ìåäàëü íà ìåæäóíàðîäíîé
îëèìïèàäå øêîëüíèêîâ ïî èíôîðìàòè-
êå 2004 (IOI Athens 2004);

� 17 ìåñòî ÷åìïèîíàòà ìèðà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ ñðåäè ñòóäåíòîâ
(ACM ICPC Shanghai 2005);

�� ñåðåáðÿíàÿ ìåäàëü ÷åìïèîíàòà ìèðà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ ñðåäè ñòó-
äåíòîâ (ACM ICPC Tokyo 2007);

� ó÷àñòíèê ôèíàëîâ TopCoder Open, TopCoder Collegiate Open, Global
Google Code Jam, Google Code Jam Europe;

� òðåíåð ïðèçåðîâ (4-å ìåñòî, çîëîòàÿ ìåäàëü) ÷åìïèîíàòà ìèðà ïî ñïîð-
òèâíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ ACM-ICPC World Finals 2009, Øâåöèÿ,
Ñòîêãîëüì.
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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Ñòðóêòóðû äàííûõ

Äåðåâî ïîèñêà
Äåðåâî ïîèñêà �äâîè÷íîå äåðåâî, â êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî õðàíèòñÿ

êëþ÷. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû äåðåâà ñ êëþ÷îì x (êîðíÿ ïîääåðåâà) âûïîë-
íåíî, ÷òî êëþ÷è ïîòîìêîâ ëåâîãî ïîääåðåâà íå ïðåâîñõîäÿò x, à êëþ÷è
ïðàâîãî ïîääåðåâà íå áîëüøå x.

Âûñîòà äåðåâà �äëèíà ñàìîãî äëèííîãî ïóòè îò êîðíÿ äî íåêîòîðîãî
ëèñòà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ãîâîðèòü î âûñîòå ïîääåðåâà.
Ñáàëàíñèðîâàííîå äåðåâî
Äåðåâî íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí, åñëè äëÿ

êàæäîé âåðøèíû âûïîëíåíî, ÷òî êîëè÷åñòâî âåðøèí â ëåâîì ïîääåðåâå
îòëè÷àåòñÿ îò êîëè÷åñòâà âåðøèí â ïðàâîì ïîääåðåâå íå áîëåå, ÷åì íà
åäèíèöó.

Äåðåâî íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì ïî âûñîòå, åñëè äëÿ êàæäîé âåð-
øèíû âûïîëíåíî, ÷òî âûñîòà â ëåâîì ïîääåðåâå îòëè÷àåòñÿ îò âûñîòû â
ïðàâîì ïîääåðåâå íå áîëåå, ÷åì íà åäèíèöó.

Âûñîòà ñáàëàíñèðîâàííûõ äåðåâüåâ (ïî-ëþáîìó èç äâóõ îïðåäåëåíèé)
ðàâíà O(log n), ãäå n �êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â äåðåâå.
Ïîèñê ýëåìåíòà
Äëÿ ïîèñêà ýëåìåíòà x â äâîè÷íîì äåðåâå íåîáõîäèìî ñðàâíèòü åãî ñî

çíà÷åíèåì â êîðíå. Åñëè x ìåíüøå çíà÷åíèÿ â êîðíå, òî ýëåìåíò íóæíî
èñêàòü â ëåâîì ïîääåðåâå, åñëè x áîëüøå çíà÷åíèÿ â êîðíå, òî íóæíî èñ-
êàòü â ïðàâîì ïîääåðåâå. Åñëè íàáëþäàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî ýëåìåíò íàéäåí.
Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà, ìû îïóñêàåìñÿ íà øàã âíèç, à ñëåäîâàòåëüíî
âûñîòà ïîääåðåâà óìåíüøàåòñÿ êàê ìèíèìóì íà åäèíèöó. Ñëåäîâàòåëüíî,
âðåìÿ ðàáîòû ïîèñêà åñòü O(h).
Êó÷à
Êó÷à �äâîè÷íîå äåðåâî, â êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî õðàíèòñÿ êëþ÷.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû äåðåâà ñ êëþ÷îì x (êîðíÿ ïîääåðåâà) âûïîëíåíî,
÷òî ó âñåõ íåïîñðåäñòâåííûõ äåòåé êëþ÷ íå áîëüøå x.
Îïåðàöèÿ ïîäúåìà
Ïðè óâåëè÷åíèè êëþ÷à â íåêîòîðîì ýëåìåíòå êó÷è, îñíîâíîå ñâîéñòâî

êó÷è ìîæåò áûòü íàðóøåíî. À èìåííî êëþ÷ ïîòîìêà ìîæåò ñòàòü ìåíüøå,
÷åì ó èçìåíåííîé âåðøèíû. ×òîáû èñïðàâèòü ýòî èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ
ïîäúåìà. Ïîäúåì ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîêà êëþ÷ èçìåíåííîãî
ýëåìåíòà ìåíüøå, ìåíÿåì åãî ìåñòàìè ñ åãî ïîòîìêîì. Îïåðàöèÿ ïîäúåìà
ðàáîòàåò çà âûñîòó êó÷è.
Îïåðàöèÿ ñïóñêà
Ïðè óìåíüøåíèè êëþ÷à â íåêîòîðîì ýëåìåíòå êó÷è, îñíîâíîå ñâîéñòâî

êó÷è ìîæåò áûòü íàðóøåíî. À èìåííî êëþ÷ îäíîãî (èëè îáîèõ) èç äåòåé

70 Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.



Äåíü Âèòàëèÿ Ãîëüäøòåéíà

ìîæåò ñòàòü áîëüøå, ÷åì ó èçìåíåííîé âåðøèíû. ×òîáû èñïðàâèòü ýòî èñ-
ïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ ñïóñêà. Ñïóñê ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîêà
êëþ÷ èçìåíåííîãî ýëåìåíòà áîëüøå îäíîãî èç ñâîèõ äåòåé, ìåíÿåì åãî ìå-
ñòàìè ñ íàèáîëüøèì èç äåòåé. Åñëè ïîìåíÿòü íå ñ ìàêñèìàëüíûì ðåáåíêîì,
òî ñâîéñòâî êó÷è ìîæåò îñòàòüñÿ íàðóøåííûì.
Îïåðàöèÿ óäàëåíèÿ
Äëÿ óäàëåíèÿ ýëåìåíòà, ïîìåíÿåì åãî ñ ïðîèçâîëüíûì ëèñòîì êó÷è (âîç-

ìîæíî ñ íèì ñàìèì), à ñàì ëèñò óäàëèì. Ïîñëå ýòîãî íóæíî âîññòàíîâèòü,
âîçìîæíî, èñïîð÷åííîå ñâîéñòâî êó÷è. Îøèáêà ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî
â ýëåìåíòå, êëþ÷ êîòîðîãî èçìåíèëñÿ. Ïðè ýòîì êëþ÷ ìîã, êàê óâåëè÷èòñÿ,
òàê è óìåíüøèòñÿ. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïðèìåíèòü è ïîäúåì è ñïóñê. Îäíà èç
ýòèõ îïåðàöèé çàâåäîìî îñòàíîâèòñÿ íà ïåðâîì æå øàãå.

×òîáû ñîõðàíèòü ñáàëàíñèðîâàííîñòü èìååò ñìûñë îòðåçàòü îò íàèáîëåå
ãëóáîêîãî ëèñòà.
Îïåðàöèÿ äîáàâëåíèå
Äîáàâèì âåðøèíó ê ïðîèçâîëüíîìó ëèñòó, ïîñëå ÷åãî ïðîâåäåì îïåðà-

öèþ ïîäúåìà. ×òîáû ñîõðàíèòü ñáàëàíñèðîâàííîñòü èìååò ñìûñë ïðèâå-
øèâàòü ê íàèìåíåå ãëóáîêîé âåðøèíå.
Äåêàðòîâî äåðåâî
Äåêàðòîâî äåðåâî �äâîè÷íîå äåðåâî, â êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî õðà-

íèòñÿ äâà êëþ÷à x è y, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

� åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êëþ÷è x, òî äåêàðòîâî äåðåâî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äåðåâî ïîèñêà;

�� åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êëþ÷è y, òî äåêàðòîâî äåðåâî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êó÷ó.

Äåðåâî îòðåçêîâ
Äåðåâî îòðåçêîâ ñòðîèòñÿ íàä íåêîòîðîì ìàññèâîì è ïîçâîëÿåò èñêàòü

min(max) èëè ñóììó, à òàêæå ñîâåðøàòü íåêîòîðóþ ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ
íà îòðåçêå. Äåðåâî îòðåçêîâ � äâîè÷íîå äåðåâî, â ëèñòàõ êîòîðîãî õðàíÿò-
ñÿ ýëåìåíòû çàäàííîãî ìàññèâà. Òî åñòü ëèñòüÿ îòâå÷àþò çà îïåðàöèþ íà
îòðåçêå ñîñòîÿùåì èç îäíîãî ýëåìåíòà. Â ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèíàõ õðà-
íèòñÿ ìèíèìóì (ìàêñèìóì èëè ñóììà) íà îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ åå ïîòîìêàì. Äàííîå äåðåâî ïîçâîëÿåò çà âðåìÿ O(h) íàõîäèòü
ìèíèìóì íà îòðåçêå.
Ïîñòðîåíèå äåêàðòîâà äåðåâà ñ èñïîëüçîâàíèåì äåðåâà îòðåç-

êîâ
Ïóñòü íàì çàäàíû ïàðû ÷èñåë (xi, yi), íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äåêàðòîâî

äåðåâî. Êàêîé èç ýëåìåíòîâ áóäåò êîðíåì äåêàðòîâà äåðåâà? Êîðåíü äåêàð-
òîâà äåðåâà èìååò ìàêñèìàëüíûé y (ïî óñëîâèþ êó÷è). Ïóñòü (xi, yi) �ïàðà
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ñ ìàêñèìàëüíûì y. Òîãäà âñå ïàðû ñ ìåíüøèìè x áóäóò â ëåâîì ïîääåðåâå,
à îñòàëüíûå â ïðàâîì ïîääåðåâå. Êàæäîå èç ïîääåðåâüåâ ñòðîèòñÿ àíàëî-
ãè÷íî. Òåïåðü îñíîâíàÿ çàäà÷à � íàõîäèòü ìàêñèìóì äëÿ êëþ÷åé y, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïîääåðåâó. Êàæäîå ïîääåðåâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê ïî
êëþ÷ó x.

Îòñîðòèðóåì âñå ïàðû ÷èñåë ïî êëþ÷ó x. Íàéäåì ìàêñèìàëüíûé ym.
Òîãäà âñå ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè 1, . . . ,m − 1 áóäóò â ëåâîì ïîääåðåâå, à
m + 1, . . . , n áóäóò â ïðàâîì ïîääåðåâå. Ïðè äàëüíåéøåì ïîñòðîåíèè áó-
äåò íåîáõîäèìî íàõîäèòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò íà íåêîòîðûõ îòðåçêàì.
Òàê, íàïðèìåð, íà âòîðîì øàãå íåîáõîäèìî íàéòè ìàêñèìóì íà îòðåçêàõ
[1,m− 1] è [m + 1, n]. Åñëè âñå y ðàçëè÷íû, òî ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò íà
êàæäîì øàãå áóäåò âûáèðàòüñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó âñå ïîñòðîåíèå áóäåò
âûïîëíåíî îäíîçíà÷íî, à ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äåêàðòî-
âî äåðåâî.
Ïîñòðîåíèå äåêàðòîâà äåðåâà çà ëèíåéíîå âðåìÿ
Ïóñòü íàì çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (xi, yi) îòñîðòèðîâàííûõ ïî

x. Áóäåì äîáàâëÿòü ïàðû ÷èñåë â äåðåâî ïî î÷åðåäè. Âíîâü äîáàâëåííûé
ýëåìåíò êàæäûé ðàç áóäåò îêàçûâàòüñÿ ñàìûì ïðàâûì ýëåìåíòîì â äåðå-
âå. Ïîñëå äîáàâëåíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà áóäåì ñîõðàíÿòü ññûëêó íà âíîâü
äîáàâëåííûé ýëåìåíò. Ïðîöåññ äîáàâëåíèÿ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

� åñëè y ñàìîãî ïðàâîãî ýëåìåíòà íå ìåíüøå, ÷åì ó äîáàâëÿåìîãî, òî
ïðîñòî äîáàâèì íîâûé ýëåìåíò ñïðàâà;

�� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåì ýëåìåíò íà ñàìîì ïðàâîì ïóòè, êîòîðûé
èìååò y áîëüøå äîáàâëÿåìîãî. Âìåñòî ïðàâîãî ïîääåðåâà ýòîãî ýëå-
ìåíòà ïîìåñòèì âíîâü äîáàâëåííûé. À âñå ïðàâîå ïîääåðåâî ïîäâåñèì
ñëåâà;

� åñëè æå äîáàâëÿåìûé ýëåìåíò èìååò ìàêñèìàëüíûé y, òîãäà âñå äåðåâî
ïîäâåøèâàåòñÿ ê íîâîé âåðøèíå ñëåâà è íîâàÿ âåðøèíà ñòàíîâèòñÿ
êîðíåì.

Îïåðàöèÿ merge
Ïóñòü ó íàñ åñòü äâà äåêàðòîâà äåðåâà l è r, òàêèå ÷òî êëþ÷è x äåðåâà l

íå áîëüøå êëþ÷åé äåðåâà r. Îïåðàöèÿ merge îáúåäèíÿåò äâà ýòèõ äåðåâà.
Ïðè ýòîì äåðåâî ñòðîèòñÿ èç ¾êóñêîâ¿ äåðåâüåâ l è r, òî åñòü äåðåâüÿ l è
r ïåðåñòàþò ñóùåñòâîâàòü. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü îáúåäèíåíèå çà âðåìÿ
ìåíüøåå, ÷åì ëèíåéíîå.

Îáúåäèíåííîå äåðåâî áóäåò ñîñòîÿòü èç òåõ æå ýëåìåíòîâ, ÷òî è l ñ r.
Ïîïðîáóåì îïðåäåëèòü êîðåíü îáúåäèíåííîãî äåðåâà. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî
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ýëåìåíò ñ ìàêñèìàëüíûì y. Ìàêñèìàëüíûé y íàõîäèòñÿ â îäíîì èç êîðíåé
äâóõ äåðåâüåâ.

Ïóñòü ìàêñèìóì íàõîäèòñÿ â ëåâîì ïîääåðåâå (à çíà÷èò êîðåíü l áóäåò
êîðíåì îáúåäèíåíèÿ), òîãäà íåîáõîäèìî îáúåäèíèòü ïðàâîãî ñûíà l ñî âñåì
äåðåâîì r. Ïîëó÷åííîå îáúåäèíåíèå íóæíî áóäåò ïðèêðåïèòü ñïðàâà ê l.

Åñëè ìàêñèìóì â ïðàâîì ïîääåðåâå, òî ñèììåòðè÷íî íåîáõîäèìî îáú-
åäèíèòü âñå äåðåâî l ñ ëåâûì ñûíîì r.

Íà êàæäîì øàãå ñóììà âûñîò äåðåâüåâ óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó, ïîýòî-
ìó îáúåäèíåíèå ðàáîòàåò çà O(hl + hr)
Îïåðàöèÿ split
Îïåðàöèÿ split � ýòî îïåðàöèÿ îáðàòíàÿ îïåðàöèè merge. Íà âõîä îïåðà-

öèè ïîäàåòñÿ îäíî äåêàðòîâî äåðåâî è êëþ÷ x, à ðåçóëüòàòîì æå ÿâëÿåòñÿ
äâà äåêàðòîâûõ äåðåâà l è r, êëþ÷è êîòîðûõ íå áîëüøå è áîëüøå x ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ïóñòü xr â êîðíå ≤ x, òîãäà âñå ëåâîå ïîääåðåâî âìåñòå ñ êîðíåì äîëæíî
íàõîäèòñÿ â l, à ïðàâîå ïîääåðåâî íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà l

′
è r

′
. l
′
íóæíî

áóäåò ïðèñîåäèíèòü ñïðàâà ê ïåðâîíà÷àëüíîìó äåðåâó. Òîãäà ïåðâîíà÷àëü-
íîå äåðåâî áóäåò ðåçóëüòàòîì l, à r = r

′
. Îáðàòíûé ñëó÷àé îáðàáàòûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷íî. Íà êàæäîì øàãå âûñîòà ðàçäåëÿåìîãî äåðåâà óìåíüøàåòñÿ
íà åäèíèöó, ïîýòîìó split ðàáîòàåò çà O(h).

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî â îïåðàöèè merge èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî êëþ÷ y, à â
îïåðàöèè split èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî êëþ÷ x.
Äîáàâëåíèå
Äëÿ äîáàâëåíèÿ ïàðû (xi, yi) íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü äåðåâî ïî êëþ÷ó xi

íà l è r, ïîñëå ÷åãî ñîçäàòü äåðåâîm èç îäíîé âåðøèíû. Çàòåì îáúåäèíåíèå
merge(merge(l,m), r) áóäåò ðåçóëüòàòîì äîáàâëåíèÿ.

Âñå îïåðàöèè ïðîâîäÿòñÿ çà O(h), à çíà÷èò è âñå äîáàâëåíèå ðàáîòàåò
çà O(h).
Óäàëåíèå
Äëÿ óäàëåíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè óäàëÿåìûé ýëåìåíò, ïîñëå ÷åãî çàìå-

íèòü óäàëåííóþ âåðøèíó íà îáúåäèíåíèå äâóõ åå ïîòîìêîâ.
Äåêàðòîâî äåðåâî ñî ñëó÷àéíûì y
Äåêàðòîâî äåðåâî ïðè íåêîòîðûõ ïàðàõ (xi, yi) ìîæåò èìåòü âûñîòó ïî-

ðÿäêà O(n). Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äåêàðòîâî
äåðåâî ñ ðàçëè÷íûìè y. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äåêàðòîâî
äåðåâî ñî ñëó÷àéíûì y. Ôàêòè÷åñêè, y áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî äëÿ
ïîääåðæàíèÿ ñòðóêòóðû äåðåâà. Åäèíñòâåííûì èìåþùèì ñìûñë äëÿ íàñ
áóäåò êëþ÷ x. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî äåêàðòîâûõ äåðåâüåâ ñ âû-
ñîòîé íå áîëüøå 4 log n áëèçêî ê 100 ïðîöåíòàì. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñ
îãðîìíîé âåðîÿòíîñòüþ äåêàðòîâî äåðåâî ñî ñëó÷àéíûìè êëþ÷àìè y èìååò
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íåáîëüøóþ âûñîòó. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì íå çàäóìûâàòüñÿ î ñáàëàíñèðîâàí-
íîñòè äåðåâà, à òîëüêî ëèøü ïîääåðæèâàòü ñâîéñòâà äåêàðòîâà äåðåâà.
Ïîääåðæêà äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ
Äëÿ íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàöèé òðåáóåòñÿ õðàíåíèå äîïîëíè-

òåëüíûõ ïàðàìåòðîâ òàêèõ êàê êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïîääåðåâå èëè ìè-
íèìóì íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ èíôîðìàöèîííûõ çíà÷åíèé. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî ïîääåðæèâàòü èíâàðèàíò, ÷òî âñå ôóíêöèè èçìåíÿþùèå äåðå-
âî âîçâðàùàëè äåðåâüÿ ñ êîðåêòíî ïîäñ÷èòàííûìè çíà÷åíèÿìè. Òàê íà-
ïðèìåð, â îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ äîñòàòî÷íî âûçâàòü ôóíêöèþ ïåðåñ÷åòà
äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ â êîíöå ïåðåä âîçâðàòîì çíà÷åíèÿ.

Ôóíêöèÿ ïåðåñ÷åòà ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî äëÿ ïîòîìêîâ äåòåé âñå ïàðàìåò-
ðû ïîäñ÷èòàíû âåðíî. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå â êîðíå.
Îñîáåííî âàæíûì íàì áóäåò óìåíèå ïîääåðæèâàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
â ïîääåðåâå. Ýòî ïîçâîëèò èñêàòü íàì k-ûé ïî ïîðÿäêó êëþ÷.
Ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè
Ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè, àíàëîãè÷íî äåðåâüÿì îòðåçêîâ, ðåàëèçóþòñÿ

çàïîìèíàíèåì è ïîñëåäóþùèì âûïîëíåíèåì îïåðàöèé. Åñëè íàì íåîáõîäè-
ìî, íàïðèìåð, ïðèáàâèòü êî âñåìó äåðåâó íåêîòîðîå ÷èñëî a. Òî çàïèøåì
â êîðåíü èíôîðìàöèþ î òîì, ÷òî íóæíî ïðèáàâèòü êî âñåìó äåðåâó. Ïðè
ïîñëåäóþùèõ îïåðàöèÿõ ïåðåä îáðàáîòêîé âåðøèíû íåîáõîäèìî áóäåò âû-
ïîëíÿòü ïðîòàëêèâàíèå èíôîðìàöèè. Ïðîòàëêèâàíèå èíôîðìàöèè ïîäðà-
çóìåâàåò, ÷òî íóæíî ïðèáàâèòü ÷èñëî ê êîðíþ è ïåðåíåñòè èíôîðìàöèþ
äëÿ äåòåé. Òî åñòü, äëÿ äåòåé ìû çàïèøåì èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ áóäåò
îáðàáîòàíà â áóäóùåì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ìíîæåñòâåííóþ îïåðàöèþ íà îòðåçêå, íåîá-
õîäèìî âûðåçàòü íåîáõîäèìûé îòðåçîê îïåðàöèÿìè split, ïðèìåíèòü îïåðà-
öèþ ê êîðíþ âûðåçàííîãî îòðåçêà, çàòåì ñ ïîìîùüþ merge âåðíóòü äåðåâî
îáðàòíî.
Äåêàðòîâî äåðåâî ïî íåÿâíîìó êëþ÷ó
Ïðåäñòàâëåíèå ìàññèâà â âèäå äåðåâà
Äåêàðòîâî äåðåâî ïî íåÿâíîìó êëþ÷ó �âîîáùå ãîâîðÿ çàìåíÿåò ñîáîé

îáû÷íûé ìàññèâ, êîòîðûé ïîääåðæèâàåò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî äîïîëíè-
òåëüíûõ îïåðàöèé. Òàêîå äåðåâî íå èìååò êàê òàêîâîãî êëþ÷à x, îí çäåñü
íåÿâíûé. Îáõîä äåðåâà, ôàêòè÷åñêè, ïîêàçûâàåò ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ìàñ-
ñèâå.
Èíòåðïðåòàöèÿ è ìîäåðíèçàöèÿ îïåðàöèè split
Îïåðàöèÿ split ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò ðàçðåç ìàññèâà íà äâå ÷àñòè. Òàê,

split ïî íåÿâíîìó êëþ÷ó x åñòü ðàçäåëåíèå íà äâà ìàññèâà, ïåðâûé èç êî-
òîðûõ ñîñòîèò èç ïåðâûõ x ýëåìåíòîâ, à äðóãîé � èç âñåõ îñòàëüíûõ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîé îïåðàöèè íåîáõîäèìî íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàòü
àëãîðèòì. À èìåííî: åñëè êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ëåâîì ïîääåðåâå êîëè÷å-
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ñòâî ýëåìåíòîâ kl ≥ x, òî íåîáõîäèìî ðàçäåëÿòü ëåâîå ïîääåðåâî ïî êëþ÷ó
x, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàçäåëÿòü ïðàâîå ïîääåðåâî ïî êëþ÷ó
x− kl − 1.
Äîáàâëåíèå, óäàëåíèå
Çäåñü äîáàâëåíèå è óäàëåíèå ïðîèñõîäèò ôàêòè÷åñêè ñ ìàññèâîì.
Äîáàâëåíèå � ýòî äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â ñåðåäèíó ìàññèâà.
Óäàëåíèå � òàê æå óäàëåíèå íåêîòîðîãî ýëåìåíòà èç ñåðåäèíû ìàññèâà.
Ýòè îïåðàöèè àíàëîãè÷íî îáû÷íîìó äåðåâó äåëàþòñÿ ÷åðåç ìîäåðíèçè-

ðîâàííûå îïåðàöèè split è merge.
Öèêëè÷åñêèé ñäâèã
Öèêëè÷åñêèé ñäâèã � åñòü ðàçðåç ìàññèâà íà äâå ÷àñòè è îáìåí èõ ìå-

ñòàìè. Òî åñòü öèêëè÷åñêèé ñäâèã åñòü íå ÷òî èíîå êàê ïðèìåíåíèå îäíîé
îïåðàöèè split è merge.
Äèíàìè÷åñêîå äåðåâî îòðåçêîâ
Ãîâîðÿ ïðî îáû÷íîå äåêàðòîâî äåðåâî, ìû óïîìèíàëè êàê ïîääåðæèâàòü

ìèíèìóì â ïîääåðåâå ïî íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè. Òàê è â
äåðåâå ïî íåÿâíîìó êëþ÷ó ìû ìîæåì ïîääåðæàòü ýòó äîïîëíèòåëüíóþ èí-
ôîðìàöèþ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó äåêàðòîâî äåðåâî ìîæåò çàìåíèòü íàì äåðåâî
îòðåçêîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà íà îòðåçêå, äîñòàòî÷íî âûðåçàòü ýòîò
îòðåçîê äâóìÿ îïåðàöèÿìè split. Ïîñìîòðåòü íà èíôîðìàöèþ â êîðíå, ïîñëå
÷åãî äâóìÿ îïåðàöèÿìè merge âåðíóòü äåðåâî â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Àíà-
ëîãè÷íî îáû÷íîìó äåêàðòîâó äåðåâó â äåðåâå ïî íåÿâíîìó êëþ÷ó ìîæíî
ïîääåðæàòü ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè íà îòðåçêå.
Ðàçâîðîò äåðåâà
Îäíîé èç ðàçíîâèäíîñòåé ìíîæåñòâåííîé îïåðàöèè, êîòîðàÿ èìååò

ñìûñë òîëüêî â äåðåâå ïî íåÿâíîìó êëþ÷ó, ÿâëÿåòñÿ ðàçâîðîò äåðåâà. Åñëè
ïðåäñòàâëÿòü ñåáå äåðåâî, ýìóëèðóþùåå ìàññèâ, òî, ôàêòè÷åñêè, ýòî ðàç-
âîðîò ìàññèâà â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ïîñòóïàëè
ñ ïðèáàâëåíèåì íà îòðåçêå, ìû òîëüêî ïîìåòèì â êîðíå äåðåâà, ÷òî åãî
íåîáõîäèìî ðàçâåðíóòü. Ïîñëå ýòîãî ïåðåä êàæäûì îáðàùåíèåì ê âåðøèíå
äåðåâà áóäåì ïðîâåðÿòü íå íóæíî ëè ïåðåâåðíóòü ýòî äåðåâî. Ïåðåâðîîò
ýêâèâàëåíòåí îáìåíó ëåâîãî è ïðàâîãî äåðåâà ïëþñ ïåðåâîðîòó êàæäîãî
èç äåðåâüåâ. Òî åñòü îïåðàöèÿ ðàçâîðîò òàê æå ìîæåò áûòü îòëîæåííîé è
ïåðåäàâàòüñÿ ïîòîìêàì.

Ïðèìåðîì îïåðàöèè, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü îòëîæåíà, ñëóæèò îïåðàöèè
îáìåíà ýëåìåíòîâ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè è ýëåìåíòîâ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè.
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Çàäà÷è è ðàçáîðû

Çàäà÷à A. Ñóììà íà îòðåçêå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: a.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: a.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 6 Ìá

Çàäàí íàáîð ÷èñåë a1 . . . an. Äëÿ çàäàííûõ çàïðîñîâ l è r íàéäèòå

sl, r =
r∑

j = l

aj.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíî êîëè÷åñòâî ÷èñåë � n (1 ≤ n ≤ 106). Âî
âòîðîé ñòðîêå çàïèñàíû ÷èñëà ai (1 ≤ ai ≤ 1000), ðàçäåëåíííûå ïðîáåëîì.
Íà òðåòüåé ñòðîêå çàïèñàíî ÷èñëîm (1 ≤ m ≤ 106) � êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ.
Äàëåå íà îòäåëüíûõ ñòðîêàõ çàïèñàíû ñàìè çàïðîñû li è ri (1 ≤ li ≤ ri ≤ n).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå íà îòäåëüíûõ ñòðîêàõ m ÷èñåë sli,ri.

Ïðèìåðû

a.in a.out
5
1 2 3 4 5
5
1 5
2 3
3 4
2 5
1 4

15
5
7
14
10

Ïîÿñíåíèå

Â ýòîé çàäà÷å î÷åíü áîëüøèå âõîäíûå äàííûå, ïîýòîìó íå èñïîëüçóéòå
ìåäëåííûå ñïîñîáû ÷òåíèÿ äàííûõ. Â C++ íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü ifstream
è ofstream (èñïîëüçóéòå fscanf è fprintf), à â Java íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü
êëàññ Scanner (èñïîëüçóéòå InputStreamReader).
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Ðàçáîð çàäà÷è A. Ñóììà íà îòðåçêå

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü ìàññèâ ÷àñòè÷íûõ ñóìì

si =
i∑

j=1
aj ïî ðåêóðåíòíîé ôîðìóëå s0 = 0, si = si−1 + ai, äëÿ i > 0. Ïîñëå

ýòîãî îòâåò íà çàïðîñ âû÷èñëÿåòñÿ êàê sri − sli−1.

Çàäà÷à B. ×àñòè÷íàÿ ñóììà ìàòðèöû

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: b.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: b.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Çàäàíà ìàòðèöà ÷èñåë ai,j, ãäå 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m. Äëÿ âñåõ i, j

íàéäèòå si,j =
k≤i,t≤j∑
k=1,t=1

ak,t.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíû ðàçìåðû ìàòðèöû � n, m (1 ≤ n,m ≤ 1000).
Â ñëåäóþùèõ n ñòðîêàõ çàïèñàíî ïî m ÷èñåë ai,j (1 ≤ ai,j ≤ 1000), ðàçäå-
ëåíííûå ïðîáåëîì.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå n ñòðîê ïî m ÷èñåë si,j.

Ïðèìåðû

b.in b.out
3 5
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1
2 3 1 5 4

1 3 6 10 15
6 12 18 24 30
8 17 24 35 45

Ïîÿñíåíèå

Â ýòîé çàäà÷å î÷åíü áîëüøèå âõîäíûå äàííûå, ïîýòîìó íå èñïîëüçóéòå
ìåäëåííûå ñïîñîáû ÷òåíèÿ äàííûõ. Â C++ íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü ifstream
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è ofstream (èñïîëüçóéòå fscanf è fprintf), à â Java íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü
êëàññ Scanner (èñïîëüçóéòå InputStreamReader).

Ðàçáîð çàäà÷è B. ×àñòè÷íàÿ ñóììà ìàòðèöû

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ s íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü åå ïî âîçðàñòàíèþ i è j. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî s0,j = si,0 = 0, òîãäà âåðíà ðåêóðåíòíàÿ ôîìóëà si,j = si−1,j +
si,j−1−si−1,j−1+ai,j. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïîäñêàçêîé ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé
çàäà÷è.

Çàäà÷à C. Ñóììà íà ìàòðèöå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: c.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: c.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 4 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Çàäàíà ìàòðèöà ÷èñåë ai,j, ãäå 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m. Äëÿ çàäàííûõ

lx, ly, rx, ry íàéäèòå slx,ly,rx,ry =
k≤rx,t≤ry∑
k=lx,t=ly

ak,t.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíû ðàçìåðû ìàòðèöû � n, m (1 ≤ n,m ≤ 1000).
Â ñëåäóþùèõ n ñòðîêàõ çàïèñàíî ïî m ÷èñåë ai,j (1 ≤ ai,j ≤ 1000), ðàçäå-
ëåíííûå ïðîáåëîì. Â n+ 2 ñòðîêå çàïèñàíî ÷èñëî q (1 ≤ q ≤ 106) � êîëè-
÷åñòâî çàïðîñîâ. Â ñëåäóþùèõ q ñòðîêàõ îïèñàíû çàïðîñû lxi, lyi, rxi, ryi
(1 ≤ lxi ≤ rxi ≤ n, 1 ≤ lyi ≤ ryi ≤ m).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå q ÷èñåë â îòäåëüíûõ ñòðîêàõ � îòâåòû íà çàïðîñû.
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Ïðèìåðû

c.in c.out
3 5
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1
2 3 1 5 4
5
1 1 3 3
2 2 3 4
2 3 3 5
3 2 3 4
1 4 2 5

24
18
16
9
12

Ïîÿñíåíèå

Â ýòîé çàäà÷å î÷åíü áîëüøèå âõîäíûå äàííûå, ïîýòîìó íå èñïîëüçóéòå
ìåäëåííûå ñïîñîáû ÷òåíèÿ äàííûõ. Â C++ íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü ifstream
è ofstream (èñïîëüçóéòå fscanf è fprintf), à â Java íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü
êëàññ Scanner (èñïîëüçóéòå InputStreamReader).

Ðàçáîð çàäà÷è C. Ñóììà íà ìàòðèöå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì si,j =
k≤i,t≤j∑
k=1,t=1

ak,t êàê

îïèñàíî â ðàçáîðå ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Ïîñëå ÷åãî èç àíàëîãè÷íûõ ñî-
îáðàæåíèé, ïðèìåíèÿ ôîðìóëó âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî
slx, ly, rx, ry = srx,ry − slx−1,ry − srx, ly − 1 + slx − 1, ly − 1.

Çàäà÷à D. Ñóììà íà ïàðàëëåëåïèïåäå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: d.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: d.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 4 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Çàäàíà òðåõìåðíàÿ òàáëèöà ÷èñåë ai,j,t, ãäå
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ t ≤ k. Äëÿ çàäàííûõ lx, ly, lz, rx, ry, rz
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íàéäèòå slx,ly,lz,rx,ry,rz =
i≤rx,j≤ry,t≤rz∑
i=lx,j=ly,t=lz

ai,j,t.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíû ðàçìåðû òàáëèöû � n, m, k (1 ≤
n,m, k ≤ 100). Äàëåå çàïèñàíî n áëîêîâ ïî m ñòðîê, â êàæäîé èç êî-
òîðûõ çàïèñàíî ïî k ÷èñåë ai,j,t (1 ≤ ai,j,t ≤ 1000). Áëîêè ðàçäåëå-
íû ïóñòîé ñòðîêîé. Â î÷åðåäíîé ñòðîêå çàïèñàíî ÷èñëî q (1 ≤ q ≤
106) � êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ. Â ñëåäóþùèõ q ñòðîêàõ îïèñàíû çàïðîñû
lxi, lyi, lzi, rxi, ryi, rzi (1 ≤ lxi ≤ rxi ≤ n, 1 ≤ lyi ≤ ryi ≤ m, 1 ≤
lzi ≤ rzi ≤ k).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå q ÷èñåë â îòäåëüíûõ ñòðîêàõ � îòâåòû íà çàïðîñû.

Ïðèìåðû

d.in d.out
2 3 5
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1
2 3 1 5 4
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1
2 3 1 5 4
5
1 1 1 1 2 2
1 1 1 2 2 2
1 2 3 2 3 4
1 3 4 2 3 5
1 2 4 2 2 5

12
24
22
18
6

Ïîÿñíåíèå

Â ýòîé çàäà÷å î÷åíü áîëüøèå âõîäíûå äàííûå, ïîýòîìó íå èñïîëüçóéòå
ìåäëåííûå ñïîñîáû ÷òåíèÿ äàííûõ. Â C++ íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü ifstream
è ofstream (èñïîëüçóéòå fscanf è fprintf), à â Java íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü
êëàññ Scanner (èñïîëüçóéòå InputStreamReader).

80 Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.



Äåíü Âèòàëèÿ Ãîëüäøòåéíà

Ðàçáîð çàäà÷è D. Ñóììà íà ïàðàëëåïèïåäå

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Äëÿ åå ðå-
øåíèÿ âû÷èñëèì ñóììó íà ïàðàëëåïèïåäå si,j,k ñ ëåâûì âåðõíèì óãëîì â
òî÷êå (1, 1, 1), àíàëîãè÷íî çàäà÷å ¾×àñòè÷íàÿ ñóììà ìàòðèöû¿. Åäèíñòâåí-
íîå îòëè÷èå ëèøü â ðàçìåðíîñòè. Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ áóäåò óæå íå 4, à
8. Ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

si,j,k = ai,j,k +

x+y+z 6=0∑
x,y,z∈{0,1}

(−1)x+y+z+1 · si−x,j−y,k−z

.
Òîãäà âû÷èñëåíèå îòâåòà âûãëÿäèò êàê:

sli,lj,lk,ri,rj,rk =
∑

x∈{li−1,ri},y∈{lj−1,rj},z∈{lk−1,rk}

(−1)p(x,y,z) · sx,y,z ,

ãäå p� êîëè÷åñòâî ñðåäè àðãóìåíòîâ ðàâíûõ ìåíüøåìó èç äâóõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé (íàïðèìåð, li− 1).

Çàäà÷à E. Ñëåäóþùèé

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: e.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: e.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ðåàëèçóéòå ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ ïîääåðæèâàåò ìíîæåñòâî S öå-
ëûõ ÷èñåë, ñ êîòîðûì ðàçðåøàåòñÿ ïðîèçâîäèòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

� add(i) � äîáàâèòü â ìíîæåñòâî S ÷èñëî i (åñëè îíî òàì óæå åñòü, òî
ìíîæåñòâî íå ìåíÿåòñÿ);

�� next(i) � âûâåñòè ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà, íå ìåíüøèé i. Åñ-
ëè èñêîìûé ýëåìåíò â ñòðóêòóðå îòñóòñòâóåò, íåîáõîäèìî âûâåñòè −1.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Èñõîäíîå ìíîæåñòâî S ïóñòî. Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò
n � êîëè÷åñòâî îïåðàöèé (1 ≤ n ≤ 300 000). Ñëåäóþùèå n ñòðîê ñîäåðæàò
îïåðàöèè. Êàæäàÿ îïåðàöèÿ èìååò âèä ëèáî ¾+ i¿, ëèáî ¾? i¿. Îïåðàöèÿ
¾? i¿ çàäàåò çàïðîñ next(i).

Åñëè îïåðàöèÿ ¾+ i¿ èäåò âî âõîäíîì ôàéëå â íà÷àëå èëè ïîñëå äðóãîé
îïåðàöèè ¾+¿, òî îíà çàäàåò îïåðàöèþ add(i). Åñëè æå îíà èäåò ïîñëå
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çàïðîñà ¾?¿, è ðåçóëüòàò ýòîãî çàïðîñà áûë y, òî âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ
add((i+ y) mod 109).

Âî âñåõ çàïðîñàõ è îïåðàöèÿõ äîáàâëåíèÿ ïàðàìåòðû ëåæàò â èíòåðâàëå
îò 0 äî 109.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Äëÿ êàæäîãî çàïðîñà âûâåäèòå îäíî ÷èñëî � îòâåò íà çàïðîñ.

Ïðèìåð

e.in e.out
6
+ 1
+ 3
+ 3
? 2
+ 1
? 4

3
4

Ðàçáîð çàäà÷è E. Ñëåäóþùèé

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ óïðàæíåíèåì íà ñòàíäàðòíûå ñòðóêòóðû äàí-
íûõ. Íå ñòîèò çàáûâàòü, ÷òî âû íå ïåðâûå ëþäè âî âñåëåííîé, êîòîðûì
ïîòðåáîâàëèñü ñòðóêòóðû äàííûõ. Ìíîãèå ñòðóêòóðû äàííûõ óæå ðåàëè-
çîâàíû è èìè íåîáõîäèìî óìåòü ïîëüçîâàòüñÿ. Â äàííîì ñëó÷àå â Ñ++
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññîì std::set è ìåòîäîì lower_bound, à â Java
èíòåðôåéñîì SortedSet è ìåòîäîì tailSet. Â ñëó÷àå ñàìîñòîÿòåëüíîé ðåà-
ëèçàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå äåðåâî ïîèñêà.

Çàäà÷à F. K-ûé ìàêñèìóì

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: f.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: f.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, ïîçâîëÿþùóþ
äîáàâëÿòü è óäàëÿòü ýëåìåíòû, à òàêæå íàõîäèòü k-é ìàêñèìóì.
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Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n � êîëè-
÷åñòâî êîìàíä (n ≤ 100 000). Ïîñëåäóþùèå n ñòðîê ñîäåðæàò ïî îäíîé
êîìàíäå êàæäàÿ. Êîìàíäà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå äâóõ ÷èñåë ci è ki � òèï è
àðãóìåíò êîìàíäû ñîîòâåòñòâåííî (|ki| ≤ 109). Ïîääåðæèâàåìûå êîìàíäû:

� +1: Äîáàâèòü ýëåìåíò ñ êëþ÷îì ki;

�� 0: Íàéòè è âûâåñòè ki-é ìàêñèìóì;

� −1: Óäàëèòü ýëåìåíò ñ êëþ÷îì ki.
Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî â ïðîöåññå ðàáîòû â ñòðóêòóðå íå òðåáóåòñÿ õðà-

íèòü ýëåìåíòû ñ ðàâíûìè êëþ÷àìè èëè óäàëÿòü íåñóùåñòâóþùèå ýëåìåí-
òû. Òàêæå ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî ïðè çàïðîñå ki-ãî ìàêñèìóìà, îí ñóùåñòâóåò.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Äëÿ êàæäîé êîìàíäû íóëåâîãî òèïà â âûõîäíîé ôàéë äîëæíà áûòü âû-
âåäåíà ñòðîêà, ñîäåðæàùàÿ åäèíñòâåííîå ÷èñëî � ki-é ìàêñèìóì.

Ïðèìåð

f.in f.out
8
+1 5
+1 3
+1 7
0 2
-1 3
0 1
1 10
0 3

5
7
5

Ðàçáîð çàäà÷è F. K-ûé ìàêñèìóì

Çàäà÷à çâó÷èò ïîõîæå íà ïðåäûäóùóþ, îäíàêî ñòàíäàðòíûå ñòðóêòó-
ðû äàííûõ íå ïîääåðæèâàþò òàêèõ îïåðàöèé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ýòî
ðåäêî âîçíèêàþùàÿ çàäà÷à íà ïðàêòèêå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî
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âîñïîëüçîâàòüñÿ ëþáûì äåðåâîì ïîèñêà ñ ïîääåðæêîé êîëè÷åñòâà ýëåìåí-
òîâ â ïîääåðåâå. Íàïðèìåð, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçîáðàííîå íà ëåêöèè
äåêàðòîâî äåðåâî.

Çàäà÷à G. Â íà÷àëî ñòðîÿ!

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: g.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: g.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Êàïðàë Ñòóäèï ëþáèò êîìàíäîâàòü ñâîèì îòðÿäîì. Åãî ëþáèìûé ïðè-
êàç �â íà÷àëî ñòðîÿ�. Îí âûñòðàèâàåò ñâîé îòðÿä â øåðåíãó è îãëàøàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèêàçîâ. Êàæäûé ïðèêàç èìååò âèä �Ñîëäàòû ñ li ïî
ri � â íà÷àëî ñòðîÿ!�.

Ïðîíóìåðóåì ñîëäàò â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè ñ 1 äî n, ñëåâà íàïðàâî.
Ïðèêàç �Ñîëäàòû ñ li ïî ri � â íà÷àëî ñòðîÿ!� îçíà÷àåò, ÷òî ñîëäàòû, ñòî-
ÿùèå ñ li ïî ri âêëþ÷èòåëüíî ïåðåìåùàþòñÿ â íà÷àëî ñòðîÿ, ñîõðàíÿÿ îò-
íîñèòåëüíûé ïîðÿäîê.

Íàïðèìåð, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò ñîëäàòû ñòîÿò â ïîðÿäêå
2, 3, 6, 1, 5, 4, ïîñëå ïðèêàçà: �Ñîëäàòû ñ 2 ïî 4 � â íà÷àëî ñòðîÿ!� ïîðÿ-
äîê áóäåò 3, 6, 1, 2, 5, 4.

Ïî äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèêàçîâ íàéòè êîíå÷íûé ïîðÿäîê ñîë-
äàò â ñòðîþ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå äâà öåëûõ ÷èñëà n and m (2 ≤ n ≤ 100 000,
1 ≤ m ≤ 100 000) � êîëè÷åñòâî ñîëäàò è êîëè÷åñòâî ïðèêàçîâ. Ñëåäó-
þùèå m ñòðîê ñîäåðæàò ïî äâà öåëûõ ÷èñëà li è ri (1 ≤ li ≤ ri ≤ n).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå n öåëûõ ÷èñåë � ïîðÿäîê ñîëäàò â êîíå÷íîì ïîëîæåíèè ïîñëå
âûïîëíåíèÿ âñåõ ïðèêàçîâ.
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Ïðèìåð

g.in g.out
6 3
2 4
3 5
2 2

1 4 5 2 3 6

Ðàçáîð çàäà÷è G. Â íà÷àëî ñòðîÿ!

Â ýòîé çàäà÷å íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü äåêàðòîâî äåðåâî ïî íå ÿâíîìó
êëþ÷ó. Ôàêòè÷åñêè, çäåñü íåîáõîäèìî âûðåçàòü èç ìàññèâà îòðåçîê è ïåðå-
ìåñòèòü åãî â íà÷àëî. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ îïåðàöèÿìè split è äâóìÿ
îïåðàöèÿìè merge äåêàðòîâîãî äåðåâà.

Çàäà÷à H. Ñâîïïåð

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: h.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: h.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ïåðåä âîçâðàùåíèåì â øòàá-êâàðòèðó, êîðïîðàöèè Ààçó è Ñêèâó ïðè-
øëîñü çàïîëíèòü íà ìåñòíîé òàìîæíå äåêëàðàöèþ î äîõîäàõ çà âðåìÿ âè-
çèòà. Ïîëó÷èëàñü äîâîëüíî âíóøèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë. Îá-
ðàáîòêà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàíÿëà âåñüìà äîëãîå âðåìÿ.

� Ñâîïïåð êðèâîé, � ñî çíàíèåì äåëà ñêàçàë òàìîæåííèê.
� À ÷òî òàêîå ñâîïïåð? � ñïðîñèë ëþáîïûòíûé Ñêèâ.
Ààç îáúÿñíèë, ÷òî ñâîïïåð � ýòî ñòðóêòóðà äàííûõ, êîòîðàÿ óìååò äå-

ëàòü ñëåäóþùåå:

� âçÿòü îòðåçîê ÷¼òíîé äëèíû îò x äî y è ïîìåíÿòü ìåñòàìè ÷èñëî x ñ
x+ 1,x+ 2 ñ x+ 3, è ò.ä;

�� ïîñ÷èòàòü ñóììó ÷èñåë íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå îò a äî b.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáñ÷¼ò ìîæåò çàòÿíóòüñÿ íàäîëãî, êîðïîðàöèÿ ¾ÌÈÔ¿

ïîïðîñèëà Âàñ ðåøèòü ïðîáëåìó ñî ñâîïïåðîì è ïðîìîäåëèðîâàòü ÝÒÎ
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ýôôåêòèâíî.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âî âõîäíîì ôàéëå çàäàíû îäèí èëè íåñêîëüêî òåñòîâ. Â ïåðâîé ñòðîêå
êàæäîãî òåñòà çàïèñàíû ÷èñëî N � äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ÷èñëî M
� ÷èñëî îïåðàöèé (1 ≤ N, M ≤ 100 000). Âî âòîðîé ñòðîêå òåñòà ñîäåð-
æèòñÿ N öåëûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 106 ïî ìîäóëþ � ñàìà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Äàëåå ñëåäóþò M ñòðîê � çàïðîñû â ôîðìàòå 1 xi yi � çàïðîñ
ïåðâîãî òèïà, è 2 ai bi � çàïðîñ âòîðîãî òèïà. Ñóììà âñåõ N è M ïî âñåìó
ôàéëó íå ïðåâîñõîäèò 200 000. Ôàéë çàâåðøàåòñÿ ñòðîêîé èç äâóõ íóëåé.
Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî xi < yi, à ai ≤ bi.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Äëÿ êàæäîãî òåñòà âûâåäèòå îòâåòû íà çàïðîñû âòîðîãî òèïà, êàê ïî-
êàçàíî â ïðèìåðå. Ðàçäåëÿéòå îòâåòû íà òåñòû ïóñòîé ñòðîêîé.

Ïðèìåð

h.in h.out
5 5
1 2 3 4 5
1 2 5
2 2 4
1 1 4
2 1 3
2 4 4
0 0

Swapper 1:
10
9
2

Ðàçáîð çàäà÷è H. Ñâîïïåð

Íå íóæíî ïðèäóìûâàòü, ÷òîáû òàêîãî õèòðîãî õðàíèòü â âåðøèíå äå-
êàðòîâîãî äåðåâà, ÷òîáû ïîääåðæàòü âñå îïåðàöèè. Áóäåì õðàíèòü ìàññèâ
â âèäå äâóõ îòäåëüíûõ äåðåâüåâ: íå÷åòíûå è ÷åòíûå ïîçèöèè. Òîãäà îáú-
åäèíåíèå è ðàçäåëåíèå ìàññèâîâ áóäåò òðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíûõ ïðîâå-
ðîê. Íàïðèìåð, ïðè îáúåäèíåíèè ìàññèâà ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì ýëåìåí-
òîâ, ýëåìåíòû âòîðîãî ìàññèâà èçìåíÿò ñâîþ ÷åòíîñòü. Àêêóðàòíî ðàçî-
áðàâ ñëó÷àè, âñå îïåðàöèè ìîæíî ñâåñòè ê îáû÷íîìó äåêàðòîâó äåðåâó ïî
íåÿâíîìó êëþ÷ó.
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Çàäà÷à I. Ýõ, äîðîãè. . .

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: i.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: i.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Â ìíîãîñòðàäàëüíîì Òðèäåñÿòîì ãîñóäàðñòâå îïÿòü ãîòîâèòñÿ äîðîæ-
íàÿ ðåôîðìà. Âïðî÷åì, íàäî ïðèçíàòü, äîðîãè â ýòîì ãîñóäàðñòâå íàõîäÿò-
ñÿ â äîâîëüíî ïëà÷åâíîì ñîñòîÿíèè. Òàê ÷òî ðåôîðìà íå ïîâðåäèò. Îäíà
ïðîáëåìà � � äîðîæíèêàì íå ðàçâåðíóòüñÿ, ïîñêîëüêó â ñòðàíå äåéñòâóåò
æåñòêèé çàêîí� � èç êàæäîãî ãîðîäà äîëæíî âåñòè íå áîëåå äâóõ äîðîã. Âñå
äîðîãè â ãîñóäàðñòâå äâóñòîðîííèå, òî åñòü ïî íèì ðàçðåøåíî äâèæåíèå â
îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ (ðàçóìååòñÿ, ðàçìåòêà îòñóòñòâóåò). Â ðåçóëüòàòå ðå-
ôîðìû íåêîòîðûå äîðîãè áóäóò ñòðîèòüñÿ, à íåêîòîðûå äðóãèå çàêðûâàòü-
ñÿ íà áåññðî÷íûé ðåìîíò.

Ïåòÿ ðàáîòàåò äèñïåò÷åðîì â ñëóæáå ãðóçîïåðåâîçîê íà äàëüíèå ðàñ-
ñòîÿíèÿ. Â ñâÿçè ñ ïðåäñòîÿùèìè ðåôîðìàìè, åìó íåîáõîäèìî îïåðàòèâíî
îïðåäåëÿòü îïòèìàëüíûå ìàðøðóòû ìåæäó ãîðîäàìè â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííî
ìåíÿþùåéñÿ äîðîæíîé ñèòóàöèè. Â ñèëó áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðîáîê è ñî-
òðóäíèêîâ äîðîæíîé ïîëèöèè â ãîðîäàõ, êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ìàðø-
ðóòà ñ÷èòàåòñÿ êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ ãîðîäîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî
ïðîåõàòü.

Ïîìîãèòå Ïåòå ïî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîáùåíèé îá èçìåíå-
íèè ñòðóêòóðû äîðîã è çàïðîñàì îá îïòèìàëüíîì ñïîñîáå ïðîåçäà èç îäíîãî
ãîðîäà â äðóãîé, îïåðàòèâíî îòâå÷àòü íà çàïðîñû.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà çàäàíû ÷èñëà n � êîëè÷åñòâî ãîðîäîâ,
m� êîëè÷åñòâî äîðîã â íà÷àëå ðåôîðìû è q � êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé îá èç-
ìåíåíèè äîðîæíîé ñòðóêòóðû è çàïðîñîâ (1 ≤ n,m ≤ 100 000, q ≤ 200 000).
Ñëåäóþùèå m ñòðîê ñîäåðæàò ïî äâà öåëûõ ÷èñëà êàæäàÿ � ïàðû ãîðî-
äîâ, ñîåäèíåííûõ äîðîãàìè ïåðåä ðåôîðìîé. Ñëåäóþùèå q ñòðîê ñîäåðæàò
ïî òðè ýëåìåíòà, ðàçäåëåííûõ ïðîáåëàìè. �+ i j� îçíà÷àåò ñòðîèòåëüñòâî
äîðîãè îò ãîðîäà i äî ãîðîäà j, �- i j� îçíà÷àåò çàêðûòèå äîðîãè îò ãîðîäà i
äî ãîðîäà j, �? i j� îçíà÷àåò çàïðîñ îá îïòèìàëüíîì ïóòè ìåæäó ãîðîäàìè
i è j.

Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî â íà÷àëå è ïîñëå êàæäîãî èçìåíåíèÿ íèêàêèå äâà
ãîðîäà íå ñîåäèíåíû áîëåå ÷åì îäíîé äîðîãîé, è èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò
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íå áîëåå äâóõ äîðîã. Íèêàêîé ãîðîä íå ñîåäèíÿåòñÿ äîðîãîé ñàì ñ ñîáîé.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Íà êàæäûé çàïðîñ âèäà �? i j� âûâåäèòå îäíî ÷èñëî � ìèíèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ ãîðîäîâ íà ìàðøðóòå èç ãîðîäà i â ãîðîä j.
Åñëè ïðîåõàòü èç i â j íåâîçìîæíî, âûâåäèòå −1.

Ïðèìåðû

i.in i.out
5 4 6
1 2
2 3
1 3
4 5
? 1 2
? 1 5
- 2 3
? 2 3
+ 2 4
? 1 5

0
-1
1
2

Ðàçáîð çàäà÷è I. Ýõ, äîðîãè. . .

Îïèñàííûé â çàäà÷å ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü êîìïîíåíò
â âèäå öèêëîâ è ïðÿìûõ ëèíèé. Áóäåì õðàíèòü êàæäóþ êîìïîíåíòó â âè-
äå äåêàðòîâîãî äåðåâà è îòäåëüíîé ïîìåòêè, ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ êîìïîíåíòà
ïðÿìîé èëè öèêëîì. Ïðè äîáàâëåíèè ðåáðà ìîæåò ïðîèçîéòè îäíî èç äâóõ:
îáúåäèíÿòñÿ äâå êîìïîíåíòû èëè ëèíèÿ çàìêíåòñÿ â öèêë. Â ïåðâîì ñëó÷àå
îäíó èç êîìïîíåíò ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ðàçâåðíóòü, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñ
ïîìîùüþ äåêàðòîâîãî äåðåâà. Ïðè óäàëåíèè ðåáðà ïðîèçîéäåò òàê æå îä-
íî èç äâóõ. Ëèáî öèêë ðàçîìêíåòñÿ, ëèáî êîìïîíåíòà ðàçâàëèòñÿ íà äâå.
Â ïåðâîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ñäåëàòü öèêëè÷åñêèé ñäâèã, âî âòîðîì ðàçðå-
çàòü ìàññèâ íà äâà. Ïðè çàïðîñå ðàññòîÿíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ëåæàò
ëè âåðøèíû â îäíîì äåðåâå (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûâåñòè -1). Åñëè âûïîë-
íåíî, òî íàéòè èíäåêñû â ìàññèâå êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ. Îòâåòîì áóäåò
ìîäóëü ðàçíîñòè íàéäåííûõ èíäåêñîâ.
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Çàäà÷à J. Ðàçðåæåííûå òàáëèöû

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: j.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: j.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 4 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äàí ìàññèâ èç n ÷èñåë. Òðåáóåòñÿ íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áóäåò
îòâå÷àòü íà çàïðîñû ñëåäóþùåãî âèäà: íàéòè ìèíèìóì íà îòðåçêå ìåæäó
u è v âêëþ÷èòåëüíî.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà äàíû òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà n, m
(1 ≤ n ≤ 105,m ≤ 107) è a1 (0 ≤ a1 < 16714589) � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
â ìàññèâå, êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ è ïåðâûé ýëåìåíò ìàññèâà ñîîòâåòñòâåííî.
Âòîðàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà u1 è v1 (1 ≤ u1, v1 ≤ n) �
ïåðâûé çàïðîñ.

Ýëåìåíòû a2, a3, . . . , an çàäàþòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:
ai+1 = (23 · ai + 21563) mod 16714589.
Íàïðèìåð, ïðè n = 10, a1 = 12345 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ìàññèâ:
a = (12345, 305498, 7048017, 11694653, 1565158, 2591019, 9471233,

570265, 13137658, 1325095).
Çàïðîñû ãåíåðèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ui+1 = ((17 · ui + 751 + ansi + 2i) mod n) + 1,
vi+1 = ((13 · vi + 593 + ansi + 5i) mod n) + 1,

ãäå ansi � îòâåò íà çàïðîñ íîìåð i.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â âûõîäíîé ôàéë âûâåäèòå um, vm è ansm (ïîñëåäíèé çàïðîñ è îòâåò íà
íåãî).

Ïðèìåð

j.in j.out
10 8 12345
3 9

5 3 1565158
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Ðàçáîð çàäà÷è J. Ðàçðåæåííûå òàáëèöû

Â çàäà÷å íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ðàçðåæåííóþ òàáëèöó. Ñóòü ýòîé
òàáëèöû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïðåäïîäñ÷èòàåì ìèíèìóì íà âñåõ
îòðåçêàõ äëèíû ðàâíîé êàêîé-íèáóäü ñòåïåíè äâîéêè. Òàêèõ îòðåçêîâ
O(N logN). Ïîñëå ÷åãî ëþáîé îòðåçîê [l, r] ìîæíî íàêðûòü äâóìÿ ïåðå-
êðûâàþùèìèñÿ îòðåçêàìè [l, l + 2k − 1] è [r − 2k + 1, r], ãäå 2k ≤ r − l + 1
è ìàêñèìàëüíî. Ìèíèìóì èç çíà÷åíèé íà ýòèõ îòðåçêàõ è áóäåò îòâåòîì.
Íàõîæäåíèå òðåáóåìîãî k äîëæíî ðàáîòàòü çà O(1) è áûòü ïðåäïîäñ÷èòà-
íî äëÿ âñåõ äëèí îòðåçêîâ. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðåäïîäñ÷åòà âîñïîëüçóåìñÿ
ðåêóðåíòíîé ôóíêöèåé s[l][0] = a[l], s[l][i] = s[l][i−1] + s[l+ 2i−1][i−1], ãäå
s[l][i] � ñóììà íà îòðåçêå [l, l + 2i − 1].

Çàäà÷à K. K-ìåðíàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: k.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: k.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 10 ñåêóíä
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Çàäàíà k-ìåðíàÿ òàáëèöà ÷èñåë ai1,i2,...,ik , ãäå 1 ≤ ij ≤ nj äëÿ j îò 1 äî k.
Äëÿ çàäàííûõ l1, . . . , lk, r1, . . . rk íàéäèòå:

sl1,...,lk,r1,...rk =
ij≤rj∑
ij=lj

ai1,...,ik .

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíî ÷èñëî k (1 ≤ k ≤ 6).
Âî âòîðîé ñòðîêå çàïèñàíû ðàçìåðû òàáëèöû � nj (1 ≤

∏
nj ≤ 106).

Äàëåå çàïèñàíî
k−1∏
j=1

nj ñòðîê ïî nk ÷èñåë, íåïðåâîñõîäÿùèõ 1000, îïèñûâà-

þùèõ òàáëèöó.
Â î÷åðåäíîé ñòðîêå çàïèñàíî ÷èñëî q (1 ≤ q ≤ 106) � êîëè÷åñòâî çàïðî-

ñîâ. Â ñëåäóþùèõ q ñòðîêàõ îïèñàíû çàïðîñû:
l1, . . . , lk, r1, . . . rk (1 ≤ lj ≤ rj ≤ nj).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå q ÷èñåë â îòäåëüíûõ ñòðîêàõ � îòâåòû íà çàïðîñû.
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Ïðèìåðû

k.in k.out
3
2 3 5
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1
2 3 1 5 4
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1
2 3 1 5 4
5
1 1 1 1 2 2
1 1 1 2 2 2
1 2 3 2 3 4
1 3 4 2 3 5
1 2 4 2 2 5

12
24
22
18
6

Ïîÿñíåíèå

Â ýòîé çàäà÷å î÷åíü áîëüøèå âõîäíûå äàííûå, ïîýòîìó íå èñïîëüçóéòå
ìåäëåííûå ñïîñîáû ÷òåíèÿ äàííûõ. Â C++ íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü ifstream
è ofstream (èñïîëüçóéòå fscanf è fprintf), à â Java íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü
êëàññ Scanner (èñïîëüçóéòå InputStreamReader).

Ðàçáîð çàäà÷è K. K-ìåðíàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà

Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåé è òðåáóåò ëèøü àêêóðàòíîé
ðåàëèçàöèè. Äëÿ ðåàëèçàöèè ðåêîìåíäóåòñÿ õðàíèòü äàííûå â îäíîìåðíîì
ìàññèâå, ÷òîáû íå çàâèñåòü îò çàäàííîé ðàçìåðíîñòè. Ôàêòè÷åñêè, íóæíî
óëîæèòü K-ìåðíûé ìàññèâ â îäíîìåðíûé, à ïðè èíäåêñàöèè âû÷èñëÿòü, ãäå
èìåííî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÿ÷åéêà íàõîäèòñÿ â îäíîìåðíîì ìàññèâå.
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Çàäà÷à L. Ìèíèìóì â ñòåêå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: l.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: l.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Íà âõîä âàøåé ïðîãðàììå ïîäàåòñÿ íàáîð îïåðàöèé ñî ñòåêîì. Êàæäàÿ
îïåðàöèÿ � ýòî äîáàâèòü èëè óäàëèòü ýëåìåíò èç ñòåêà. Ïîñëå âûïîëíå-
íèÿ êàæäîé îïåðàöèè âû÷èñëèòå íàèìåíüøåå èç âñåõ ÷èñåë. Ñëîæèòå âñå
ïîëó÷åííûå ÷èñëà è ïîëó÷èòå îòâåò. Åñëè ïîñëå íåêîòîðîé îïåðàöèè ñòåê
îêàçàëñÿ ïóñò, òî íè÷åãî íå ïðèáàâëÿéòå ê îòâåòó. Åñëè âûïîëíèòü óäàëå-
íèå íåâîçìîæíî òàê êàê ñòåê ïóñò, òî íå âûïîëíÿéòå åãî.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ýòîé çàäà÷å âõîäíûå äàííûå áóäóò ãåíåðèðîâàòüñÿ ïðÿìî â âàøåé ïðî-
ãðàììå. Íà âõîä ïðîãðàììå áóäóò ïîäàíû ïàðàìåòðû, ÷òîáû âû ñìîãëè
ñãåíåðèðîâàòü âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïåðâîå ÷èñëî âî âõîäíîì ôàéëå n (1 ≤ n ≤ 106) � êîëè÷åñòâî îïåðàöèé
ïðîâîäèìûõ ñî ñòåêîì. Çàòåì èäóò ÷åòûðå íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà
a, b, c, x0 íå ïðåâîñõîäÿùèå 10000.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âõîäíûõ äàííûõ ñãåíåðèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x.
Ïåðâîå ÷èñëî â ãåíåðèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � x1. Ïåð-

âîå êàê è êàæäîå î÷åðåäíîå ÷èñëî âû÷èñëÿåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî:
xi = (a ˙x2

i−1 + b ˙xi−1 + c) / 100 mod 106.
'/' � ýòî äåëåíèå íà öåëî, à 'mod' � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ.
Åñëè xi mod 5 < 2, òî íåîáõîäèìî óäàëèòü ÷èñëî èç ñòåêà, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå íóæíî äîáàâèòü â ñòåê ÷èñëî xi.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå ÷èñëî � èñêîìóþ ñóììó.

Ïðèìåðû

l.in l.out
2 0 0 1 81 0

3 1 1 1 13 0
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Ïîÿñíåíèå

Èñïîëüçóéòå 64-áèòíûé òèï äëÿ ãåíåðàöèè è âû÷èñëåíèÿ îòâåòà. Â ýòîé
çàäà÷å î÷åíü áîëüøèå âõîäíûå äàííûå, ïîýòîìó íå èñïîëüçóéòå ìåäëåííûå
ñïîñîáû ÷òåíèÿ äàííûõ. Â C++ íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü ifstream è ofstream
(èñïîëüçóéòå fscanf è fprintf), à â Java íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü êëàññ Scanner
(èñïîëüçóéòå InputStreamReader).

Ðàçáîð çàäà÷è L. Ìèíèìóì â ñòåêå

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ñòåê, êàæäûé ýëåìåíò
êîòîðîãî äîïîëíèòåëüíî áóäåò õðàíèòü â ñåáå ìèíèìóì îò íà÷àëà ñòåêà
äî åãî ïîçèöèè. Òîãäà ïðè óäàëåíèè íè÷åãî äîïîëíèòåëüíîãî äåëàòü íå
ïðèäåòñÿ, à ïðè äîáàâëåíèè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òðåáóåìûé ìèíèìóì.
Ýòî ëåãêî ñäåëàòü âûáðàâ ìèíèìóì èç çíà÷åíèÿ, çàïèñàííîãî â âåðøèíå
ñòåêà è âíîâü äîáàâëåííîãî çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à M. Ìèíèìóì â î÷åðåäè

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: m.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: m.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 0,5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Íà âõîä âàøåé ïðîãðàììå ïîäàåòñÿ íàáîð îïåðàöèé ñ î÷åðåäüþ. Êàæäàÿ
îïåðàöèÿ � ýòî äîáàâèòü èëè óäàëèòü ýëåìåíò èç î÷åðåäè. Ïîñëå âûïîëíå-
íèÿ êàæäîé îïåðàöèè âû÷èñëèòå íàèìåíüøåå èç âñåõ ÷èñåë. Ñëîæèòå âñå
ïîëó÷åííûå ÷èñëà è ïîëó÷èòå îòâåò. Åñëè ïîñëå íåêîòîðîé îïåðàöèè î÷å-
ðåäü îêàçàëàñü ïóñòà, òî íè÷åãî íå ïðèáàâëÿéòå ê îòâåòó. Åñëè âûïîëíèòü
óäàëåíèå íåâîçìîæíî òàê êàê î÷åðåäü ïóñòà, òî íå âûïîëíÿéòå åãî.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ýòîé çàäà÷å âõîäíûå äàííûå áóäóò ãåíåðèðîâàòüñÿ ïðÿìî â âàøåé ïðî-
ãðàììå. Íà âõîä ïðîãðàììå áóäóò ïîäàíû ïàðàìåòðû, ÷òîáû âû ñìîãëè ñãå-
íåðèðîâàòü âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïåðâîå ÷èñëî âî âõîäíîì ôàéëå n
(1 ≤ n ≤ 106) � êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïðîâîäèìûõ ñ î÷åðåäüþ. Çàòåì èäóò
÷åòûðå íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà a, b, c, x0 íå ïðåâîñõîäÿùèå 10000.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âõîäíûõ äàííûõ ñãåíåðèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x.
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Ïåðâîå ÷èñëî â ãåíåðèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � x1. Ïåð-
âîå êàê è êàæäîå î÷åðåäíîå ÷èñëî âû÷èñëÿåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî:
xi = (a ˙x2

i−1 + b ˙xi−1 + c) / 100 mod 106.
'/' � ýòî äåëåíèå íà öåëî, à 'mod' � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ.
Åñëè xi mod 5 < 2, òî íåîáõîäèìî óäàëèòü ÷èñëî èç î÷åðåäè, â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå íóæíî äîáàâèòü â î÷åðåäü ÷èñëî xi.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå ÷èñëî � èñêîìóþ ñóììó.

Ïðèìåðû

m.in m.out
2 0 0 1 81 0

3 1 1 1 13 0

Ïîÿñíåíèå

Èñïîëüçóéòå 64-áèòíûé òèï äëÿ ãåíåðàöèè è âû÷èñëåíèÿ îòâåòà.

Ðàçáîð çàäà÷è M. Ìèíèìóì â î÷åðåäè

Õðàíèòü äîïîëíèòåëüíûå çíà÷åíèÿ â î÷åðåäè òàê, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü íåîá-
õîäèìûé ìèíèìóì íåâîçìîæíî. Ñàìûé î÷åâèäíûé âûõîä èç ñèòóàöèè �
ýòî õðàíèòü ïàðàëëåëüíî î÷åðåäü è êó÷ó, ñèíõðîíèçèðóÿ èõ ñîäåðæèìîå.
Îäíàêî îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òðåáîâà-
ëîñü ðåøåíèå çà O(N). Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè ïðîìîäåëèðóåì î÷åðåäü äâó-
ìÿ ñòåêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâûé ñòåê áóäåò âõîäÿùèì, à âòîðîé
âûõîäÿùèì. Eñëè íàì òðåáóåòñÿ äîáàâèòü ýëåìåíò, òî ìû ïðîñòî äîáàâëÿ-
åì åãî âî âõîäÿùèé ñòåê, êîòîðûé ïî ñóòè èìèòèðóåò õâîñò î÷åðåäè. Åñëè
òðåáóåòñÿ óäàëèòü ýëåìåíò, òî óäàëÿåì åãî èç âûõîäÿùåãî ñòåêà, êîòîðûé
èìèòèðóåò ãîëîâó î÷åðåäè. Åñëè ñòåê ïóñò, òî ïðåêëàäûâàåì âñå ýëåìåí-
òû èç �õâîñòà� â ãîëîâó. Ïðè ïåðåêëàäûâàíèè �õâîñò� �ïåðåâàðà÷èâàåòñÿ� è
êàê ðàç íà âåðøèíå îêàçûâàåòñÿ ïåðâûé ïðèøåäøèé ýëåìåíò èç �õâîñòà�.
Êàæäûé ýëåìåíò çà ñâîþ æèçíü äîáàâëÿåòñÿ è óäàëÿåòñÿ èç äâóõ ñòåêîâ,
ïîýòîìó ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî äåéñòâèé � ëèíåéíî.
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Çàäà÷à N. Range Variation Query

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: n.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: n.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé: an = n2 mod 12345 + n3 mod 23456

Òðåáóåòñÿ ìíîãî ðàç îòâå÷àòü íà çàïðîñû ñëåäóþùåãî âèäà:

� íàéòè ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ñðå-
äè ýëåìåíòîâ ai, ai+1, ..., aj;

�� ïðèñâîèòü ýëåìåíòó ai çíà÷åíèå j.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k � êîëè-
÷åñòâî çàïðîñîâ (k ≤ 100 000). Ñëåäóþùèå k ñòðîê ñîäåðæàò çàïðîñû, ïî
îäíîìó íà ñòðîêå. Çàïðîñ íîìåð i îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ öåëûìè ÷èñëàìè xi,
yi.

Åñëè xi > 0, òî òðåáóåòñÿ íàéòè ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñèìàëü-
íûì è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ñðåäè ýëåìåíòîâ axi

...ayi
. Ïðè ýòîì

1 ≤ xi ≤ yi ≤ 100 000.
Åñëè xi < 0, òî òðåáóåòñÿ ïðèñâîèòü ýëåìåíòó a−xi

çíà÷åíèå yi. Ïðè ýòîì
−100 000 ≤ xi ≤ −1 è |yi| ≤ 100 000.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Äëÿ êàæäîãî çàïðîñà ïåðâîãî òèïà â âûõîäíîé ôàéë òðåáóåòñÿ âûâåñòè
îäíó ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì
çíà÷åíèåì íà ñîîòâåòñòâóþùåì îòðåçêå.
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Ïðèìåð

n.in n.out
7
1 3
2 4
-2 -100
1 5
8 9
-3 -101
2 3

34
68
250
234
1

Ðàçáîð çàäà÷è N. Range Variation Query

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ óïðàæíåíèåì íà äåðåâî îòðåçêîâ. Â äàííîì ñëó-
÷àå íåîáõîäèìî äåðåâî îòðåçêîâ, ïîääåðæèâàþùåå îäíîâðåìåííî ìèíèìóì
è ìàêñèìóì.
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Äåíü Ìèõàèëà Ëåâèíà

Äåíü òðåòèé (21.02.2010ã).
Êîíòåñò Ìèõàèëà Ëåâèíà

Îá àâòîðå...

Ëåâèí Ìèõàèë Âëàäèìèðîâè÷ ðî-
äèëñÿ â Ðîñòîâå-íà-Äîíó, òàì çàêîí÷èë
àíãëèéñêóþ ãèìíàçèþ �36, ìóçûêàëüíóþ
øêîëó, çàíèìàëñÿ ðàçíûìè áîåâûìè èñêóñ-
ñòâàìè. Ñ 6 êëàññà ó÷àñòâîâàë â îëèìïèà-
äàõ ïî ìàòåìàòèêå, áûë êàíäèäàòîì â ñáîð-
íóþ íà ìåæäóíàðîäíóþ îëèìïèàäó øêîëü-
íèêîâ. Çàêîí÷èë ìåõ-ìàò ÌÃÓ ñ êðàñíûì
äèïëîìîì, ó÷èòñÿ â àñïèðàíòóðå êàôåäðû
àëãåáðû. ×åìïèîí Ðîññèè è NEERC ACM
2006 ãîäà, áðîíçîâàÿ ìåäàëü ACM ICPC
World Finals 2007, ñåðåáðÿíàÿ ìåäàëü ACM
ICPCWorld Finals 2008. 23 ìåñòî íà Global Google Code Jam 2006. Ïðîðàáî-
òàë 2.5 ãîäà â ìîñêîâñêîì îôèñå Google èíæåíåðîì, ñ àâãóñòà 2009 ðàáîòàåò
ðóêîâîäèòåëåì ãðóïïû ðàçðàáîòêè â ßíäåêñå, âòîðîé ãîä âåäåò ñåìèíàðû
ïî êóðñó �Àëãîðèòìû è ñòðóêòóðû äàííûõ ïîèñêà� â Øêîëå Àíàëèçà Äàí-
íûõ ßíäåêñà, ðóêîâîäèò ñòàæèðîâêàìè ØÀÄ.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Ñêàíèðóþùàÿ ïðÿìàÿ

Çàäà÷à: íà ïëîñêîñòè äàíî n îòðåçêîâ. Åñòü ëè ñðåäè íèõ äâà ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ? Åñòü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çà O(n2). Ìû óëó÷øèì åãî äî
O(n log n) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñêàíèðóþùåé ïðÿìîé. Èçíà÷àëüíî ïðèìåì
ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: âî-ïåðâûõ, ïóñòü ó íàñ íåò âåðòèêàëüíûõ îòðåç-
êîâ. Âî-âòîðûõ, ïóñòü íèêàêèå òðè îòðåçêà íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Äàëåå áóäåò âèäíî, ÷òî ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî ñíÿòü. Áóäåì äâèãàòü âåð-
òèêàëüíóþ ñêàíèðóþùóþ ïðÿìóþ ñëåâà íàïðàâî èç ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè â
ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü. Ó íàñ èíîãäà áóäóò ïðîèñõîäèòü �ñîáûòèÿ�. Ñîáûòèé
áûâàåò äâà âèäà:

1. Íà÷àëñÿ îòðåçîê � âñòðåòèëñÿ ëåâûé êîíåö êàêîãî-òî îòðåçêà.

2. Çàêîí÷èëñÿ îòðåçîê � âñòðåòèëñÿ ïðàâûé êîíåö êàêîãî-òî îòðåçêà.

Ò.ê. âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ íåò, òî ëåâûé è ïðàâûé êîíöû îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíû ó âñåõ îòðåçêîâ.

Êðîìå òîãî, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìû áóäåì ïîääåðæèâàòü ìíî-
æåñòâî âñåõ îòðåçêîâ, êîòîðûå ñåé÷àñ ïåðåñåêàþò ñêàíèðóþùóþ ïðÿìóþ.
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Ýòî ìíîæåñòâî ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åíî ñíèçó ââåðõ ïî îðäèíàòå òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ îòðåçêà ñ ïðÿìîé. Ò.ê. âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ íåò, òî êàæäûé
îòðåçîê ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ ðîâíî â îäíîé òî÷êå.

Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïðÿìîé ñëåâà íàïðàâî ïî-
ðÿäîê âñåõ îòðåçêîâ íå ìåíÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà êàêèå-òî äâà èç íèõ íå
ïåðåñåêóòñÿ è ïðÿìàÿ íå ïðîéäåò ÷åðåç ýòó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ. Ýòîò ôàêò
ìû è áóäåì èñïîëüçîâàòü â ðåøåíèè çàäà÷è.

Èòàê, ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ òîãî, åñòü ëè ïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè, è
íàõîæäåíèÿ êàêîé-òî ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ â ñëó÷àå, êîãäà îíà åñòü.

Èçíà÷àëüíî ìíîæåñòâî îòðåçêîâ S, ïåðåñåêàþùèõ ïðÿìóþ l, ïóñòî. Âñå
ñîáûòèÿ óïîðÿäî÷èì ïî âîçðàñòàíèþ àáñöèññû, à ïðè ðàâåíñòâå àáñöèññ
ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåì ëåâûå êîíöû îòðåçêîâ, ïîòîì ïðàâûå. Âíóòðè óïî-
ðÿäî÷åíèå ñíèçó ââåðõ ïî îðäèíàòå.

Êîãäà ïðîèñõîäèò ñîáûòèå íà÷àëî îòðåçêà s, íàì íóæíî äîáàâèòü îò-
ðåçîê â ìíîæåñòâî S, çàòåì íàéòè òàì åãî ñîñåäåé ñâåðõó è ñíèçó a è b è
ïîïðîáîâàòü ïåðåñå÷ü s ñ íèìè (åñëè êàêîãî-òî èç ñîñåäåé íåò, òî åãî íå
ðàññìàòðèâàåì). Åñëè ñ êåì-òî èç íèõ s ïåðåñåêàåòñÿ, òî ìû íàøëè òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ è ïàðó îòðåçêîâ è âûõîäèì.

Êîãäà ïðîèñõîäèò ñîáûòèå êîíåö îòðåçêà s, íàì íóæíî íàéòè åãî ñîñå-
äåé ñâåðõó è ñíèçó a è b â òåêóùåì ìíîæåñòâå (åñëè êàêîãî-òî èç ñîñåäåé
íåò, íå ðàññìàòðèâàåì åãî). Çàòåì ïîïðîáîâàòü ïåðåñå÷ü a ñ b, a ñ s, b ñ s.
Åñëè êàêàÿ-òî ïàðà ïåðåñåêàåòñÿ, òî ìû íàøëè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ è ïàðó
îòðåçêîâ è âûõîäèì. Åñëè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî óäàëÿåì s èç ìíîæåñòâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè íèêàêèå äâà îòðåçêà íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî è íàø àë-
ãîðèòì íå ïîëó÷èò ïåðåñå÷åíèÿ. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî åñëè åñòü ïàðà ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ, òî àëãîðèòì íàéäåò ïåðåñå÷åíèå. Ïóñòü p � ñàìàÿ
ëåâàÿ èç âñåõ òî÷åê ïåðåñååíèÿ îòðåçêîâ. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî, âî-ïåðâûõ,
àëãîðèòì îñòàíîâèòñÿ ïðåæäå ÷åì ñêàíèðóþùàÿ ïðÿìàÿ ïðîéäåò çà òî÷êó
p, à âî-âòîðûõ ÷òî àëãîðèòì îñòàíîâèòñÿ è íàéäåò ïðè ýòîì êàêóþ-òî òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê ñåãìåíòîâ â ìíîæåñòâå
S íè ðàçó íå ïîìåíÿåòñÿ çà âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â òî÷êå p ïåðåñåêàþòñÿ äâà îòðåçêà AB è CD (ìû
ïðåäïîëîæèëè, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì äâà îòðåç-
êà), A è C � èõ ëåâûå êîíöû. Ïóñòü CD áûë äîáàâëåí â ìíîæåñòâî S
ïîçæå (ò.å. â ÷àñòíîñòè àáñöèññà òî÷êè C íå ìåíüøå àáñöèññû òî÷êè A).
Åñëè â ýòîò ìîìåíò ñîñåäîì CD áûë AB, òî àëãîðèòì íàøåë ïåðåñå÷å-
íèå, è âñå â ïîðÿäêå. Åñëè æå íåò, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó CD è AB
åñòü êàêîé-òî îòðåçîê. Òî÷íåå, åñëè îáîçíà÷èòü çà M òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C, ñ îòðåçêîì AB, òî åñòü
êàêîé-òî îòðåçîê, ïåðåñåêàþùèé òðåóãîëüíèê CMp. Ðàññìîòðèì âñå òàêèå
îòðåçêè. Íè îäèí èç íèõ íå ìîæåò ïåðåñåêàòü íè ñòîðîíó Cp, íè ñòîðîíó

98 Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.



Äåíü Ìèõàèëà Ëåâèíà

Mp òðåóãîëüíèêà CMp, ò.ê. òîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò ñòðîãî ëåâåå
p, ëèáî ñîâïàäàòü ñ p, íî ýòîãî òàêæå íå ìîæåò áûòü, ò.ê. â òî÷êå p óæå
è òàê ïåðåñåêàþòñÿ îòðåçêè AB è CD. Çíà÷èò, íè îäèí èç ýòèõ îòðåçêîâ
íå ïåðåñåêàåò ëîìàíóþ CpM . À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìû âîçüìåì ñàìûé
ïðàâûé èç âñåõ êîíöîâ ýòèõ îòðåçêîâ x, òî x ëåâåå p. Ðàññìîòðèì ìîìåíò,
êîãäà ïðîèñõîäèò ñîáûòèå x. Â ýòîò ìîìåíò ïîñëåäíèé îòðåçîê, ðàçäåëÿþ-
ùèé AB è CD â ìíîæåñòâå S, óäàëÿåòñÿ èç ìíîæåñòâà S, è ìû ïðîâåðÿåì
AB è CD íà ïåðåñå÷åíèå, íàõîäèì åãî, ÷. è ò.ä.

×òî êàñàåòñÿ âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ, òî ñ íèìè ìîæíî ïðîâîäèòü òå æå
ñàìûå ðàññóæäåíèÿ, åñëè ëåâûì êîíöîì âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà ñ÷èòàòü åãî
íèæíèé êîíåö, ïðàâûì � âåðõíèé, à òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñêàíèðóþùåé
ïðÿìîé � íèæíèé êîíåö. Óïîðÿäî÷åíèå îòðåçêîâ îñòàåòñÿ êîððåêòíûì,
çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà êàêîé-òî îòðåçîê ïåðåñåêàåò âåðòèêàëüíûé
îòðåçîê, íî ýòî ïåðåñå÷åíèå áóäåò îòëîâëåíî åùå äî äîáàâëåíèÿ âåðòèêàëü-
íîãî îòðåçêà â ìíîæåñòâî S.

Íàñ÷åò ìíîãèõ îòðåçêîâ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå - ðàññóæäåíèå
âûøå ëåãêî èñïðàâëÿåòñÿ, åñëè âìåñòî ïàðû îòðåçêîâ AB è CD ðàññìîò-
ðåòü ñðàçó ìíîæåñòâî âñåõ îòðåçêîâ A1B1, A2B2, . . . , AkBk, ïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ â òî÷êå p. Ïóñòü A1, A2, . . . , Ak ê òîìó æå óïîðÿäî÷åíû ïî óãëó îòíî-
ñèòåëüíî p. Íè îäèí èç îñòàëüíûõ îòðåçêîâ íå ìîæåò ïåðåñåêàòü íè îäèí
èç îòðåçêîâ A1p,A2p, . . . , Akp. Ïîýòîìó ëèáî â ìîìåíò äîáàâëåíèÿ îäíîãî
èç AiBi ìû íàéäåì åãî ïåðåñå÷åíèå ñ ñîñåäîì AjBj, ëèáî â ìîìåíò óäàëå-
íèÿ ñàìîãî ïðàâîãî êîíöà âñåõ îòðåçêîâ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ òðåóãîëüíèêîì
A1pAk, êàêèå-òî äâà èç íàøèõ AiBi ñòàíóò ñîñåäÿìè, è ìû íàéäåì èõ ïåðå-
ñå÷åíèå. Çà ñ÷åò ðàçðåøåíèÿ âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ îäèí èç AiBi ìîæåò
áûòü âåðòèêàëüíûì, íî ýòî íè÷åãî íå ìåíÿåò. À âåðòèêàëüíûå îòðåçêè ëå-
âåå p íå èãðàþò ðîëè.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ðàáîòàåò ïðàâèëüíî. ×òîáû îöåíèòü åãî ñëîæ-
íîñòü, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà îïðåäåëèòüñÿ ñî ñòðóêòóðîé äàííûõ äëÿ ìíî-
æåñòâà S. Êîíå÷íî æå ìû çàõîòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ íåãî ñáàëàíñèðî-
âàííûì áèíàðíûì äåðåâîì ïîèñêà, à ïîïðîñòó ãîâîðÿ setcîì. Ñâîéñòâî
àëãîðèòìà î íåèçìåííîñòè ïîðÿäêà ñåãìåíòîâ â S ïðè ïåðåìåùåíèè ñêà-
íèðóþùåé ïðÿìîé â õîäå àëãîðèòìà ãàðàíòèðóåò, ÷òî äåðåâî âñåãäà áóäåò
îñòàâàòüñÿ êîððåêòíûì. À ôóíêöèÿ ñðàâíåíèÿ ïðè ýòîì ìîæåò äàæå ôîð-
ìàëüíî çàâèñåòü îò âðåìåíè, ðåàëüíî âû÷èñëÿÿ îðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ îòðåçêîâ ñ òåêóùåé ñêàíèðóþùåé ïðÿìîé è ñðàâíèâàÿ èõ. Ìîæíî è
ïî-äðóãîìó: ïðî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè ìîæíî îïðåäåëèòü, êàêîé èç
íèõ âûøå, èñïîëüçóÿ òîëüêî âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (è òàêèì îáðàçîì
íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû öåëûõ ÷èñåë), à ôàêò ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ ìîæíî
òàêæå îïðåäåëèòü íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû öåëûõ ÷èñåë è ñ ïîìîùüþ âåêòîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â ñëó÷àå ñðàâíåíèÿ äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ â
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ïðîöåññå âñòàâêè â äåðåâî ìîæíî ñðàçó æå çàâåðøàòü ðàáîòó àëãîðèòìà è
âûâîäèòü ïåðåñå÷åíèå.

Ïîâîðà÷èâàþùàÿñÿ ñêàíèðóþùàÿ ïðÿìàÿ

Ìíîãèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ íå ñ ïîìîùüþ îáû÷íîé ñêàíèðóþùåé ïðÿìîé,
à ñ ïîìîùüþ ïîâîðà÷èâàþùåéñÿ âîêðóã îäíîé èç òî÷åê çàäàííîãî ìíî-
æåñòâà. Â êà÷åñòâå öåíòðàëüíîé òî÷êè ïî î÷åðåäè âûñòóïàþò âñå òî÷êè
ìíîæåñòâà. Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîé çàäà÷è:

Íà ïëîñêîñòè äàíî n òî÷åê. Íàéòè òðè èç íèõ, îáðàçóþùèå òðåóãîëüíèê
íàèáîëüøåé ïëîùàäè.

Ðåøåíèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çàôèêñèðîâàëè äâå èç òðåõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà

A è B. Òîãäà êàêàÿ òðåòüÿ âåðøèíà äàñò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ïðè òàêèõ
îãðàíè÷åíèÿõ? Òà, ÷òî íàèáîëåå óäàëåíà îò ïðÿìîé AB. Â íàøåì ìíîæå-
ñòâå åñòü íàèáîëåå óäàëåííàÿ ñðåäè òî÷åê ñëåâà îò AB òî÷êà C1 è íàèáî-
ëåå óäàëåííàÿ ñðåäè òî÷åê ñïðàâà îò AB òî÷êà C2. Òðåóãîëüíèêè ABC1
è ABC2 ÿâëÿþòñÿ êàíäèäàòàìè íà òðåóãîëüíèê íàèáîëüøåé ïëîùàäè ñî
ñòîðîíîé AB. ßñíî, ÷òî òî÷êè C1 è C2 ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîé
îáîëî÷êè ìíîæåñòâà âñåõ íàøèõ òî÷åê. Ïðè ýòîì ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå
AB, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòè òî÷êè, íàçûâàþòñÿ îïîðíûìè ïðÿìûìè íàøåãî
ìíîæåñòâà, ò.ê. îíè ñîäåðæàò òî÷êó èç ìíîæåñòâà, ïðè ýòîì âñå òî÷êè ìíî-
æåñòâà ëåæàò ñ îäíîé ñòîðîíû îò êàæäîé èç ýòèõ ïðÿìûõ, ò.å. ìíîæåñòâî
òî÷åê �îïèðàåòñÿ� íà ýòè ïðÿìûå. Äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ v ñóùåñòâóåò
äâå îïîðíûå ïðÿìûå ìíîæåñòâà, ïàðàëëåëüíûå íàïðàâëåíèþ v. À åñëè ïî-
âîðà÷èâàòü v ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî îïîðíûå ïðÿìûå áóäóò ïîâîðà÷èâàòüñÿ
â òàêîì æå íàïðàâëåíèè âîêðóã âûïóêëîé îáîëî÷êè, èíîãäà ñîâïàäàÿ ñ åå
ñòîðîíàìè, èíîãäà ïðîõîäÿ ÷åðåç âåðøèíó. Ýòî ñîîáðàæåíèå äàåò íàì èäåþ
áûñòðîãî ðåøåíèÿ (çà O(n2 log n)) èñõîäíîé çàäà÷è.

Äàâàéòå ïî î÷åðåäè êàæäóþ òî÷êó çàôèêñèðóåì â êà÷åñòâå òî÷êè A, à
çàòåì âñå îñòàëüíûå òî÷êè ïîñîðòèðóåì ïî óãëó âîêðóã âåðøèíû A è áóäåì
âûáèðàòü ïîñëåäîâàòåëüíî êàæäóþ èç íèõ â êà÷åñòâå òî÷êè B. Äëÿ ñàìîé
ïåðâîé òî÷êè B ÿâíûì îáðàçîì íàéäåì äâå ñàìûå óäàëåííûå îò AB òî÷-
êè C1 è C2 è îïîðíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íèõ. Âû÷èñëèì ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ ABC1 è ABC2 è ñðàâíèì ñ òåêóùèì îòâåòîì. Äàëåå, ïåðå-
õîäÿ îò òî÷êè B ê ñëåäóþùåé òî÷êå B′, ìû âñåãäà ïîâîðà÷èâàåì âåêòîð
AB â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì îïîðíûå ïðÿìûå, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íàïðàâëåíèþ AB, òîæå ïîâîðà÷èâàþòñÿ â òîì æå íàïðàâëåíèè.
×òîáû èõ íàéòè, íóæíî çíàòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê
è �áåãàòü� îïîðíûìè ïðÿìûìè âîêðóã ýòîé âûïóêëîé îáîëî÷êè äî òåõ ïîð,
ïîêà íå ïîâåðíåìñÿ äî íóæíîãî óãëà. Âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà òî-
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÷åê ìû ïðåäðàññ÷èòàåì çà O(n log n), à áåãàòü áóäåì ïðîñòî äâóìÿ íîìå-
ðàìè âåðøèí, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò òåêóùèå îïîðíûå ïðÿìûå. Çà âñå
âðåìÿ îáõîäà òî÷åê B ìû ïðîéäåì ðîâíî îäèí êðóã, ñîîòâåòñòâåííî íîìå-
ðà âåðøèí ïðîéäóò îäèí ïîëíûé êðóã, ÷òî ïðîèçîéäåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ.
Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìû çíàåì âåðøèíó A, òåêóùóþ âåðøèíó B è
îïîðíûå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå AB, à òàêæå âåðøèíû âûïóêëîé îáîëî÷êè,
÷åðåç êîòîðûå îíè ïðîõîäÿò � òåêóùèå C1 è C2. Èìåÿ ýòó èíôîðìàöèþ,
ìû îïÿòü ñ÷èòàåì ïëîùàäè äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ è ñðàâ-
íèâàåì ñ òåêóùèì îòâåòîì.

Âûïóêëóþ îáîëî÷êó íàõîäèì çà O(n log n), çàòåì äëÿ êàæäîé èç n òî-
÷åê âûïîëíÿåì ñîðòèðîâêó çà O(n log n), íàõîæäåíèå èçíà÷àëüíûõ îïîð-
íûõ ïðÿìûõ çà O(n), îáõîä âñåõ òî÷åê ïî ïîðÿäêó çà O(n). Èòîãî ïîëó÷àåì
ñëîæíîñòü O(n2 log n). Çàòðàòû ïàìÿòè O(n).

Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî

Íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíû ñ ìèíèìàëüíûì îñòîâ-
íûì äåðåâîì.

Íàïðèìåð òàêàÿ çàäà÷à:
Çàäà÷à ïðî ñåêðåòíûõ àãåíòîâ. Íåñêîëüêî ñåêðåòíûõ àãåíòîâ ëîâÿò

ïðåñòóïíèêà è ïàòðóëèðóþò ìåñòíîñòü, â êîòîðîé îí ïðåäïîëîæèòåëüíî
íàõîäèòñÿ. ×òîáû îáùàòüñÿ ìåæäó ñîáîé, îíè èñïîëüçóþò ðàöèè, ïåðåäà-
þùèå ñèãíàë íà îãðàíè÷åííîå ðàññòîÿíèå. Âñå ðàöèè îäèíàêîâûå, è ó íèõ
åñòü ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ìîæíî ïåðåäàòü ñèãíàë � R.
Àãåíòû âåñüìà ëåíèâû, ïîýòîìó îíè ñòîÿò íà ñâîèõ òî÷êàõ è íå äâèãàþòñÿ.

Êàê òîëüêî îäèí èç àãåíòîâ çàìåòèò ïðåñòóïíèêà, îí äîëæåí òóò æå
ïåðåäàòü ýòó íîâîñòü âìåñòå ñ êîîðäèíàòàìè ïðåñòóïíèêà âñåì îñòàëüíûì
àãåíòàì. Äëÿ ýòîãî îí ìîæåò ïåðåäàòü íîâîñòü íåêîòîðûì èç òåõ àãåíòîâ,
äî êîòîðûõ äîáèâàåò åãî ðàöèÿ, òå � ðàññêàæóò ñâîèì ñîñåäÿì è ò.ä., íî íè
îäèí àãåíò ïðè ýòîì íå äîëæåí ñîéòè ñ ìåñòà. Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, êàêîå
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå R óñòðàèâàåò àãåíòîâ, åñëè çàäàíî èõ èçíà÷àëüíîå
ïîëîæåíèå.

Ðåøåíèå.
Ó ýòîé çàäà÷è åñòü íåñêîëüêî ðåøåíèé. Ñàìîå ïðîñòîå ðåøåíèå ðàçóìíîé

ñëîæíîñòè ðàáîòàåò çà O(n2 logMAX), ãäå MAX - ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íûé ìîäóëü êîîðäèíàòû àãåíòà. Çäåñü ðàáîòàåò èäåÿ áèíàðíîãî ïîèñêà ïî
îòâåòó. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè R � îòâåò çàäà÷è, òî ïðè âñåõ R′ < R ãðàô GR′,
ñîñòîÿùèé èç âåðøèí � àãåíòîâ è ðåáåð � îòðåçêîâ ìåæäó íèìè äëèíû íå
áîëåå R′ � íåñâÿçåí, à äëÿ ëþáîãî R′ >= R GR′ � ñâÿçåí. Ñîîòâåòñòâåííî,
ìîæíî çàïóñòèòü áèíàðíûé ïîèñê ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì R.

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ìîæíî âûáðàòü âñå âåùåñòâåííûå ÷èñëà
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îò 0 äî 2MAX. Íî â ýòîì âàðèàíòå ïðèäåòñÿ âî-ïåðâûõ âåñòè áèíàðíûé
ïîèñê òîëüêî äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà îïðåäåëåííàÿ òî÷íîñòü
(ò.ê. áèíàðíûé ïîèñê ïî äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëàì ñàì ïî ñåáå íèêîãäà íå çà-
êàí÷èâàåòñÿ), à âî-âòîðûõ â ïðîãðàììå ïðèäåòñÿ ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ
â âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ, ÷òî ñóùåñòâåííî äîëüøå, ÷åì åñëè ïðîèçâîäèòü
âñå âû÷èñëåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ.

Êàê æå íàì íå âûéòè çà ïðåäåëû öåëûõ ÷èñåë? Ïîíÿòíî, ÷òî â êîíöå
êîíöîâ íàì ïðèäåòñÿ âû÷èñëèòü R, è ýòî çíà÷åíèå ìîæåò è íå áûòü öåëûì.
Îäíàêî ìîæíî êàê ìîæíî äîëüøå îòäàëÿòü ýòîò ìîìåíò: âåäü êâàäðàòû
ðàññòîÿíèé � âñåãäà öåëûå ÷èñëà. Ìîæíî, çíà÷èò, äåëàòü áèíàðíûé ïî-
èñê ïî ìíîæåñòâó âñåõ öåëûõ ÷èñåë â ïðåäåëàõ îò 0 äî 2(2MAX)2. À åùå
ÿñíî, ÷òî îòâåò R ðàâåí êîðíþ èç äëèíû îòðåçêà îò êàêîãî-òî àãåíòà i
äî àãåíòà j. Ïîýòîìó ìîæíî âîîáùå âåñòè ïîèñê ïî ìíîæåñòâó êâàäðàòîâ
âñåõ äëèí îòðåçêîâ ìåæäó àãåíòàìè. Èõ O(n2) � ìîæíî èõ ïîñîðòèðîâàòü
çà O(n2logn), è ïîòîì ïðîâåñòè áèíàðíûé ïîèñê ñ log(n) èòåðàöèÿìè. Íà
êàæäîé èòåðàöèè íóæíî ïðîâåðèòü ïîëíûé ãðàô íà ñâÿçíîñòü (êàêèå-òî
ðåáðà íà ñàìîì äåëå îòñóòñòâóþò â ãðàôå â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ, íî ìû çà-
ðàíåå íå çíàåì, êàêèå, ïîýòîìó êàê è â ñëó÷àå õðàíåíèÿ ãðàôà ñ ïîìîùüþ
ìàòðèöû ñìåæíîñòè ñëîæíîñòü ïîèñêà â øèðèíó èëè ãëóáèíó áóäåò ðàâíà
O(n2), à íå O(m + n)). Èòîãîâàÿ ñëîæíîñòü � O(n2 log(n)). Åñëè áû ìû
äåëàëè áèíàðíûé ïîèñê ïî âñåì öåëûì ÷èñëàì îò 0 äî 2(2MAX)2, òî ïî-
ëó÷èëîñü áû O(n2 log(MAX). Çäåñü îòëè÷èå íåáîëüøîå.

Â ýòîì ðåøåíèè ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå (õîòü è â êîíñòàíòó ðàç) äà-
åò ïðåäðàñ÷åò âñåõ ïîïàðíûõ êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé ìåæäó àãåíòàìè. Ýòî
ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî íàì î÷åíü ìíîãî ðàç íóæíî ðàññ÷èòûâàòü ýòè
äëèíû è ñðàâíèâàòü èõ ñ òåêóùèì îãðàíè÷åíèåì. Õðàíåíèå âñåõ ïîïàðíûõ
ðàññòîÿíèé òðåáóåò O(n2) ïàìÿòè. Ïîýòîìó åñëè èñïîëüçîâàòü ýòó îïòèìè-
çàöèþ, òî çàòðàòû ïàìÿòè áóäóò O(n2). Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû ïîëüçóåìñÿ
àëãîðèòìîì çà O(n2 log n) ñ ñîðòèðîâêîé ðåáåð, òî íàì â ëþáîì ñëó÷àå ïî-
íàäîáèòñÿ ñòîëüêî ïàìÿòè, ÷òîáû èõ îòñîðòèðîâàòü. Åñëè æå ìû ïîëüçó-
åìñÿ àëãîðèòìîì çà O(n2 log(MAX) è íå ïðåäðàññ÷èòûâàåì äëèíû ðåáåð,
òî ìîæíî îáîéòèñü O(n) ïàìÿòè.

Ñóùåñòâóåò ðåøåíèå áûñòðåå, íåíàìíîãî ñëîæíåå ïî òåîðèè è äàæå ïðî-
ùå â ðåàëèçàöèè.

Ðå÷ü ïîéäåò î ìèíèìàëüíîì îñòîâíîì äåðåâå ãðàôà è àëãîðèòìå Ïðè-
ìà [1].

Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîääåðåâî ãðàôà G, ñî-
äåðæàùåå âñå åãî âåðøèíû, è ïðè ýòîì ñóììà âåñîâ åãî ðåáåð � ìèíèìàëüíî
âîçìîæíàÿ. Íàì â çàäà÷å ïðî àãåíòîâ íóæíî íàéòè òàêîé ñâÿçíûé ïîäãðàô
ãðàôà G, ÷òî îí ñîäåðæèò âñå âåðøèíû G, è ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå ðåáðî
ïîäãðàôà � ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå (åñëè çà G âçÿòü ïîëíûé ãðàô ñ âåð-

102 Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.



Äåíü Ìèõàèëà Ëåâèíà

øèíàìè � àãåíòàìè, ðåáðàìè � îòðåçêàìè ìåæäó íèìè íà ïëîñêîñòè, ïðè
ýòîì äëèíà ðåáðà ðàâíà äëèíå ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà). Äåðåâî, îáëàäà-
þùåå òàêèì ñâîéñòâîì, íàçûâàåòñÿ óçêèì îñòîâíûì äåðåâîì. Èçíà÷àëüíî
ïî îïðåäåëåíèþ ýòî íå îäíî è òî æå.

Îäíàêî íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî ÿâ-
ëÿåòñÿ òàêæå è óçêèì îñòîâíûì äåðåâîì: äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìè-
íèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî T . Ïóñòü åãî ìàêñèìàëüíîå ïî äëèíå ðåáðî e
íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì. Óäàëèì íà âðåìÿ ýòî ðåáðî èç äå-
ðåâà. Òîãäà îíî ðàñïàäåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ðàññìîòðèì òå-
ïåðü êàêîå-íèáóäü óçêîå îñòîâíîå äåðåâî. Â íåì ýòè äâà ìíîæåñòâà âåðøèí
êàêèì-òî îáðàçîì ñâÿçàíû, à çíà÷èò åñòü ðåáðî óçêîãî äåðåâà e′, ñîåäèíÿ-
þùåå âåðøèíó èç îäíîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñ âåðøèíîé èç äðóãîãî. Ïðè
ýòîì ýòî ðåáðî ñòðîãî êîðî÷å ðåáðà e, ò.ê. ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì óçêîãî îñòîâ-
íîãî äåðåâà, à ðåáðî e äëèííåå âñåõ ðåáåð óçêîãî îñòîâíîãî äåðåâà. Òåïåðü
âîçüìåì è äîáàâèì â T − e ðåáðî e′. Äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñîåäèíÿòñÿ
îáðàòíî, ïîýòîìó ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô òîæå áóäåò îñòîâíûì äåðåâîì. Ïðè
ýòîì ñóììà âåñîâ åãî ðåáåð ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ñóììà âåñîâ ðåáåð T �
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì îñòîâíûì äåðåâîì.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó, íàì äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìèíè-
ìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî ïîëíîãî ãðàôà G ñ âåðøèíàìè � àãåíòàìè è ðåá-
ðàìè � îòðåçêàìè ìåæäó íèìè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
Ïðèìà çà O(n2). Ïðè ýòîì ìû ñðàçó æå áóäåì çíàòü äëèíó ìàêñèìàëüíîãî
ðåáðà, è îíà áóäåò ÿâëÿòüñÿ îòâåòîì ê çàäà÷å. Çàòðàòû ïàìÿòè O(n).

Åñòü ðåøåíèå åùå íàìíîãî áûñòðåå, îäíàêî îíî èñïîëüçóåò àëãîðèòì,
ñèëüíî ïðåâîñõîäÿùèé ïî ñâîåé ñëîæíîñòè âñå ïðåäûäóùèå, è èçó÷àòü åãî
ìû çäåñü íå áóäåì. Îäíàêî ðåøåíèå íà îñíîâå ýòîãî àëãîðèòìà (ò.å. åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî ìû çíàåì åãî è óìååì åãî ðåàëèçîâûâàòü), óæå íå íàñòîëüêî
ñëîæíîå, è åãî ìîæíî ïîíÿòü. Èìååòñÿ â âèäó àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äèà-
ãðàììû Âîðîíîãî äëÿ n òî÷åê íà ïëîñêîñòè çà âðåìÿO(n log n) [2, 3]. ×òîáû
ïîíÿòü, êàê íàì â çàäà÷å ïîìîãóò äèàãðàììû Âîðîíîãî, � íóæíî íà âðå-
ìÿ âåðíóòüñÿ ê óçêèì îñòîâíûì äåðåâüÿì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî
ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà íà íàøèõ n òî÷êàõ. Ïðåäñòàâèì, ÷òî ãðàô
ó íàñ äåéñòâèòåëüíî íàðèñîâàí íà ïëîñêîñòè, è ïðîâåäåíû ðîâíî òå îòðåçêè
ìåæäó òî÷êàìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì äåðåâà. Ðàññìîòðèì òî÷êó
O � ñåðåäèíó íàøåãî ðåáðà. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñòðîãî âíóòðè êðóãà ñ öåí-
òðîì â òî÷êå O íå ëåæèò íè îäíà òî÷êà íàøåãî ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü êîíöû ðåáðà � òî÷êè A è B, à òî÷êà C ëåæèò âíóòðè êðóãà. Òîãäà
ò.ê. AB � äèàìåòð, òî AC < AB è BC < AB. Åñëè óäàëèòü ðåáðî AB èç
äåðåâà, òî îíî ðàñïàäåòñÿ ðîâíî íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, è òî÷êà C
áóäåò ëåæàòü â îäíîé èç íèõ. Ïðåäïîëîæèì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî
òî÷êà C áóäåò ëåæàòü â òîé æå êîìïîíåíòå, ÷òî è òî÷êà A. Òîãäà äîáàâèì
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â íàø ãðàô èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ðåáðî BC. Ãðàô ñòàíåò ñâÿçíûì,
çíà÷èò ñòàíåò îñòîâíûì äåðåâîì. Ïðè ýòîì ñóììà âåñîâ åãî ðåáåð � ñòðîãî
ìåíüøå, ÷åì ñóììà âåñîâ ðåáåð íàøåãî èçíà÷àëüíî äåðåâà, ò.ê. BC < AB,
ìû óäàëèëè AB è äîáàâèëè BC âìåñòî íåãî. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìè-
íèìàëüíîñòüþ èñõîäíîãî îñòîâíîãî äåðåâà.

Çíà÷èò, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîãî ðåáðà ëþáîãî ìè-
íèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà T ãðàôà íà íàøèõ n òî÷êàõ ñåðåäèíà îòðåç-
êà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðó, áëèæå ê êîíöàì ýòîãî îòðåçêà, ÷åì ê ëþáîé
äðóãîé èç íàøèõ n òî÷åê (ýòî ëèøü ïåðåôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèÿ ïðî
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O: ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O äî òî÷åê A è B
ðàâíî AB

2 , à ðàññòîÿíèå äî ëþáîé äðóãîé òî÷êè � íå ìåíüøå AB
2 ). Ýòî â

ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà O ëåæèò íà ðåáðå äèàãðàììû Âîðîíîãî,
ñîîòâåòñòâóþùåì ïàðå òî÷åê (A,B), è íå òîëüêî ëåæèò, íî è ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êîé ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ðåáðà äèàãðàììû Âîðîíîãî ñ îòðåçêîì AB.

×òî ýòî íàì äàåò? Ýòî äàåò íàì ñëåäóþùèé àëãîðèòì: ïîñòðîèì äèà-
ãðàììó Âîðîíîãî, è ïðè ïîñòðîåíèè äëÿ êàæäîãî ðåáðà çàïîìíèì, êàêîé
ïàðå òî÷åê ýòî ðåáðî ñîîòâåòñòâóåò (ò.å. äëÿ êàêîé ïàðû òî÷åê ýòî ðåáðî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò ýòîé
ïàðû òî÷åê è ïðè ýòîì óäàëåííûõ îò íèõ ìåíåå, ÷åì îò ëþáîé äðóãîé èç n
òî÷åê). Çàòåì ïîñòðîèì òàêîé ãðàô íà íàøèõ n òî÷êàõ: ïðîéäåì ïî âñåì
ðåáðàì äèàãðàììû Âîðîíîãî è äëÿ êàæäîãî èç íèõ äîáàâèì â ãðàô ðåáðî
ìåæäó ïàðîé òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ðåáðó. Âñëåäñòâèå âûøåñêà-
çàííîãî, ýòîò ãðàô áóäåò ñîäåðæàòü ëþáîå ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî
ïîëíîãî ãðàôà íà íàøèõ n òî÷êàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â äèàãðàììå Âî-
ðîíîãî ëèøü ëèíåéíîå ïî n êîëè÷åñòâî ðåáåð, ïîýòîìó è â íàøåì ãðàôå
áóäåò O(n) ðåáåð. Òîãäà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Êðóñêàëà ìîæíî ïîñòðî-
èòü â íåì ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî çà O(n log n) [4]. Ìàêñèìàëüíîå
ðåáðî ýòîãî äåðåâà è äàñò íàì îòâåò ê çàäà÷å. Ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü �
O(n log n). Çàòðàòû ïàìÿòè O(n).

Çàäà÷è è ðàçáîðû

Çàäà÷à A. Íàèáîëüøèé êðóã

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: a.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: a.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Óðà! Âàì íàêîíåö, óäàëîñü êóïèòü êëî÷îê çåìëè ïî÷òè â 400õ êèëîìåò-
ðàõ îò Ìîñêâû. Òîëüêî ... òîëüêî ýòî áûëî òàê äîðîãî, ÷òî Âû íå ìîãëè
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ïîçâîëèòü ñåáå ïîñòðîèòü òàì äîì. Òàêèì îáðàçîì, Âû ðåøèëè ïîñòðîèòü
áàññåéí. Îí äîëæåí èìåòü ôîðìó êðóãà, è áûòü êàê ìîæíî áîëüøå âíóòðè
âàøåãî ó÷àñòêà. Òùàòåëüíî èçìåðèâ ãðàíèöû âàøåãî ó÷àñòêà, òåïåðü Âû
çíàåòå, ÷òî ýòî âûïóêëûé N -óãîëüíèê.

Êàêîâ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ðàäèóñ êðóãëîãî áàññåéíà â íåì?

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèòñÿ öåëîå ÷èñëî
N , 3 ≤ N ≤ 10 000. Ñëåäóþùèå N ñòðîê ñîäåðæàò ïî äâà öåëûõ
÷èñëà êàæäàÿ, xi è yi, íå ïðåâûøàþùåé 107 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå �
êîîðäèíàòû âåðøèí ó÷àñòêà (âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê) ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Íèêàêèå òðè âåðøèíû íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå èñêîìûé ðàäèóñ. Âàøè ðåøåíèÿ áóäóò ïðèíèìàòüñÿ, åñëè îí
îêðóãëÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 10−3.

Ïðèìåð

a.in a.out
4
0 0
1 0
1 1
0 1

0.5

Ðàçáîð çàäà÷è A. Íàèáîëüøèé êðóã

Ïóñòü aix+ biy + ci � óðàâíåíèå ïðÿìîé, íà êîòîðîé ëåæèò i-ÿ ñòîðîíà
ìíîãîóãîëüíèêà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âåñü ìíîãîóãîëüíèê ëåæèò ñëåâà.
Ïóñòü ïðè ýòîì óðàâíåíèå íîðìàëèçîâàíî, ò.å. a2

i + b2i = 1. Òîãäà èçâåñòíî,
÷òî îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x0, y0) äî ýòîé ïðÿìîé ðàâíî
êàê ðàç aix0 + biy0 + ci.

Íàì íóæíî íàéòè íàèáîëüøèé êðóã, ïîìåùàþùèéñÿ â ìíîãîóãîëüíèê,
èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, íàéòè âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà òî÷êó, íàèáîëåå óäà-
ëåííóþ îò åãî áëèæàéøåé ñòîðîíû. Òàêèì îáðàçîì, íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè
f(x0, y0) = min

i
aix0 + biy0 + ci.
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Ôóíêöèÿ f , êàê ìèíèìóì èç n âûïóêëûõ (ëèíåéíûõ) ôóíêöèé, ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé. Ïîýòîìó åå ìàêñèìóì âîçìîæíî èñêàòü ñ ïîìîùüþ òåðíàðíîãî
ïîèñêà [6]. Áîëåå òîãî, ïðè ôèêñèðîâàííîì x0 ôóíêöèÿ f âñå åùå îñòà-
åòñÿ âûïóêëîé, ïîýòîìó äàæå ïðè ôèêñèðîâàííîì x0 åå ìàêñèìóì ìîæíî
èñêàòü òåðíàðíûì ïîèñêîì. Òàêèì îáðàçîì, âñþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ñ
ïîìîùüþ äâóõ âëîæåííûõ òåðíàðíûõ ïîèñêîâ, ïåðâûé ïî x, âòîðîé � ïî y.
Âíóòðè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ n ëèíåéíûõ ôóíêöèé � óðàâíåíèé
ñòîðîí, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðåäðàññ÷èòàòü. Ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ
O(n log2( 1

precision)).
Ò.ê. îãðàíè÷åíèÿ äîâîëüíî áîëüøèå, à òåðíàðíûõ ïîèñêà äâà è îíè âëî-

æåííûå, çäåñü èìååò ñìûñë (è ïðèõîäèòñÿ) ïðèìåíÿòü ðàñïðîñòðàíåííóþ
îïòèìèçàöèþ òåðíàðíîãî ïîèñêà, óñêîðÿþùóþ åãî ïðèìåðíî â äâà ðàçà.
À èìåííî, äåëèòü îòðåçîê ïîèñêà íà êàæäîé èòåðàöèè íàäî íå íà 3 ðàâ-
íûå ÷àñòè, êàê îáû÷íî, à äåëèòü íóæíî îáåèìè òî÷êàìè èñõîäíûé îòðåçîê
â ñîîòíîøåíèè çîëîòîãî ñå÷åíèÿ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðè ïåðåõîäå ê
ñëåäóþùåìó, óìåíüøåííîìó îòðåçêó, íå âû÷èñëÿòü åùå ðàç çíà÷åíèå ñà-
ìîé ôóíêöèè â îäíîé èç íîâûõ òî÷åê äåëåíèÿ, ò.ê. îíî ê ýòîìó ìîìåíòó
óæå âû÷èñëåíî: âòîðàÿ òî÷êà äåëåíèÿ èñõîäíîãî îòðåçêà ñòàíîâèòñÿ ïåðâîé
òî÷êîé äåëåíèÿ óìåíüøåííîãî, åñëè ìû èäåì íàïðàâî, è íàîáîðîò, ïåðâàÿ
òî÷êà äåëåíèÿ èñõîäíîãî îòðåçêà ñòàíîâèòñÿ âòîðîé òî÷êîé äåëåíèÿ óìåíü-
øåííîãî îòðåçêà. Ýòîò ìåòîä èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü âñåãäà, êîãäà âû-
÷èñëåíèå ñàìîé ôóíêöèè f , ó êîòîðîé ìû èùåì ìàêñèìóì, òðóäîåìêî (â
íàøåì ñëó÷àå, O(n) � ñóùåñòâåííîå âðåìÿ), ò.ê. çà ñ÷åò ýòîãî óñêîðåíèÿ
ìû äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî âûçûâàòü ïîäñ÷åò f íóæíî òîëüêî îäèí ðàç íà
èòåðàöèþ, à íå äâà ðàçà, ïðè ýòîì ÷èñëî èòåðàöèé ðàñòåò, íî ýòà êîíñòàíòà
î÷åíü ìàëà.

Çàäà÷à B. Ëóæè

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: b.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: b.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ïîñ÷èòàéòå îáùóþ ïëîùàäü, ïîêðûòóþ âîäîé n êðóãî-ïîäîáíûõ ëóæ.
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Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèòñÿ êîëè÷åñòâî òåñòîâ
K (1 ≤ K ≤ 10).

Êàæäûé òåñò íà÷èíàåòñÿ ñ ñòðîêè, ñîäåðæàùåé öåëîå ÷èñëî
1 ≤ n ≤ 100. n ñëåäóþùèõ ñòðîê ñîäåðæàò êîîðäèíàòû öåíòðà è
ðàäèóñ êàæäîé ëóæè â ôîðìàòå xi yi ri. Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî âñå ÷èñëà
ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Îíè íå ïðåâûøàþò 1000 ïî àáñîëþòíîìó
çíà÷åíèþ. Ðàäèóñ âñåãäà ïîëîæèòåëåí.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå äëÿ êàæäîãî òåñòà îäíî ðåàëüíîå ÷èñëî ñ âîñüìüþ öèôðàìè
ïîñëå çàïÿòîé � îáùàÿ ïëîùàäü, ïîêðûòàÿ âîäîé.

Ïðèìåð

b.in b.out
1
3
0 0 3
1 0 1
6 0 2

40.84070450

Ðàçáîð çàäà÷è B. Ëóæè

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñêàíèðóþùåé ïðÿìîé. Íàéäåì âñå
�ñàìûå ëåâûå�, �ñàìûå ïðàâûå� òî÷êè îêðóæíîñòåé, à òàêæå âñå òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïàð îêðóæíîñòåé � îñîáûå òî÷êè.

Áóäåì äâèãàòü âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ ñëåâà íàïðàâî èç ìèíóñ áåñêîíå÷-
íîñòè â ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü. Ïî ïóòè ó íàñ áóäóò ïðîèñõîäèòü ñîáûòèÿ �
êîãäà àáñöèññà ïðÿìîé ñîâïàäåò ñ îäíîé èç àáñöèññ îñîáûõ òî÷åê. Ìåæäó
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñîáûòèÿìè íàõîäèòñÿ ïîëîñà ïëîñêîñòè. Â ïåðåñå÷åíèè
ñ ýòîé ïîëîñîé êàæäûé êðóã ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ
(èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî). Ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî ãðàíèöû ýòèõ òðàïåöèé ïå-
ðåñåêàþòñÿ ëèøü â âåðøèíàõ. Äàâàéòå íàéäåì ïëîùàäü îáúåäèíåíèÿ âñåõ
ýòèõ òðàïåöèé äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé ïîëîñû, à ïîòîì ïðîñóììèðóåì � è
ïîëó÷èì îòâåò ê çàäà÷å.
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Â êàæäîé ïîëîñå ìîæíî âñå ñòîðîíû êðèâîëèíåéíûõ òðàïåöèé îòñîð-
òèðîâàòü ïî âîçðàñòàíèþ îðäèíàòû ëåâîãî êîíöà. Ïðè ýòîì ïðàâûå êîíöû
áóäóò îòñîðòèðîâàíû â òîì æå ïîðÿäêå, ò.ê. ñòîðîíû òðàïåöèé íå ïåðåñå-
êàþòñÿ íèãäå, êðîìå âåðøèí. Äàëåå ìîæíî ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûé àëãî-
ðèòì íàõîæäåíèÿ äëèíû îáúåäèíåíèÿ n îòðåçêîâ íà ïðÿìîé: èäåì ñëåâà
íàïðàâî è ñ÷èòàåì âëîæåííîñòü. Êîãäà íàõîäèì ïîëíóþ îòäåëüíóþ ñâÿç-
íóþ êîìïîíåíòó, äîáàâëÿåì åå äëèíó ê îòâåòó. Â äàííîì ñëó÷àå íóæíî
áóäåò äîáàâëÿòü íå äëèíó îòðåçêà, à ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè,
îáðàçîâàííîé äâóìÿ äóãàìè îêðóæíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü ýòó
ïëîùàäü, äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü ïëîùàäü îáû÷íîé òðàïåöèè ïî ôîðìóëå,
à çàòåì äîáàâèòü ê íåé ñ ïðàâèëüíûìè çíàêàìè ïëîùàäè äâóõ êðóãîâûõ
ñåãìåíòîâ ïî êðàÿì êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè. Ýòî òàêæå ëåãêî ñäåëàòü ïî
ôîðìóëå, çíàÿ ðàäèóñû ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòåé.

Çàäà÷à C. Íå êóðèòü!

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: c.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: c.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Âàñÿ � õîðîøèé ïàðåíü. Íî ó íåãî åñòü ïëîõàÿ ïðèâû÷êà � îí êóðèò. Âñ�å
òî âðåìÿ, ñêîëüêî Ïåòÿ äðóæèò ñ Âàñåé, îí ïûòàåòñÿ îòó÷èòü åãî îò ýòîãî.
Íî åìó ýòî òàê è íå óäàëîñü, ïîòîìó ÷òî Âàñÿ íå õî÷åò áðîñàòü êóðèòü.

Íåäàâíî Ïåòÿ ïðèäóìàë ñïîñîá, êàê îòó÷èòü ñâîåãî äðóãà îò êóðåíèÿ.
Âàñÿ � íåðÿõà, ïîýòîìó åãî ñèãàðåòû íå ëåæàò â ïà÷êå, à ðàçáðîñàíû ïî
îãðîìíîìó ñòîëó. Ïåòÿ õî÷åò áðàòü íåñêîëüêî ñèãàðåò â äåíü íåçàìåòíî äëÿ
Âàñè. Âàñÿ íå çàìåòèò ïðîïàæè ñèãàðåò, åñëè â äåíü áóäåò ïðîïàäàòü íå
áîëåå îäíîé ñèãàðåòû. Êðîìå òîãî, Ïåòÿ äîëæåí áðàòü òîëüêî òó ñèãàðåòó,
êîòîðàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàêîé-íèáóäü äðóãîé ñèãàðåòîé íà ñòîëå. Ïîìîãèòå
Ïåòå óçíàòü, ñìîæåò ëè îí íà÷àòü ðåàëèçàöèþ ñâîåãî ïëàíà.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ñèãàðåòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îòðåçîê ïðÿìîé. Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî
ôàéëà çàïèñàíî ÷èñëî N (1 ≤ N ≤ 125 000) � êîëè÷åñòâî ñèãàðåò íà
Âàñèíîì ñòîëå. Ñëåäóþùèå N ñòðîê ñîäåðæàò îïèñàíèÿ ñèãàðåò: (i + 1)-ÿ
ñòðîêà ñîäåðæèò êîîðäèíàòû êîíöîâ i-é ñèãàðåòû � öåëûå ÷èñëà x1, y1, x2,
y2 (−10 000 ≤ x1, y1, x2, y2 ≤ 10 000).
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Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âûõîäíîãî ôàéëà âûâåäèòå ñëîâî �YES�, åñëè Ïåòå
óäàñòñÿ íà÷àòü ðåàëèçàöèþ ñâîåãî ïëàíà. Âòîðàÿ ñòðîêà äîëæíà ñîäåð-
æàòü ÷èñëà i è j: i � íîìåð ñèãàðåòû, êîòîðóþ äîëæåí âçÿòü Ïåòÿ, j �
íîìåð ñèãàðåòû, ñ êîòîðîé îíà ïåðåñåêàåòñÿ.

Åñëè Ïåòÿ íå ñìîæåò âçÿòü íè îäíîé ñèãàðåòû, âûâåäèòå â åäèíñòâåííîé
ñòðîêå âûõîäíîãî ôàéëà �NO�.

Ïðèìåð

c.in c.out
2
0 0 2 2
0 2 2 0

YES
1 2

2
0 0 0 5
5 0 5 10

NO

Ðàçáîð çàäà÷è C. Íå êóðèòü!

Ñì. ëåêöèþ.

Çàäà÷à D. Äëèíà îáúåäèíåíèÿ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: d.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: d.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îòðåçêîâ íà ïðÿìîé ñ öåëûìè êîíöàìè. Èçíà-
÷àëüíî ìíîæåñòâî ïóñòîå, â íåãî ìîãóò äîáàâëÿòüñÿ îòðåçêè, èç íåãî ìîãóò
óäàëÿòüñÿ îòðåçêè. Ïîñëå êàæäîé îïåðàöèè âñòàâêè èëè óäàëåíèÿ îòðåçêà
íåîáõîäèìî âûâåñòè îáùóþ äëèíó îáúåäèíåíèÿ âñåõ îòðåçêîâ, ëåæàùèõ íà
äàííûé ìîìåíò â ìíîæåñòâå.
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Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäà çàïèñàíî öåëîå ÷èñëî 1 ≤ n ≤ 100 000 � îáùåå
êîëè÷åñòâî ïðîäåëàííûõ îïåðàöèé. Äàëåå èäóò n ñòðîê, êàæäàÿ èç íèõ
óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâûé ñèìâîë � �+� , åñëè ýòî îïåðàöèÿ
âñòàâêè îòðåçêà è �-�, åñëè ýòî îïåðàöèÿ óäàëåíèÿ îòðåçêà. Äàëåå â ñòðîêå
çàïèñàíû ÷åðåç ïðîáåë äâà öåëûõ ÷èñëà � ëåâûé è ïðàâûé êîíöû îòðåçêà.
Êîîðäèíàòû êîíöîâ ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿò 1 000 000 000. Ãàðàíòèðóåò-
ñÿ, ÷òî óäàëÿòüñÿ áóäóò òîëüêî îòðåçêè, êîòîðûå ïåðåä ýòèì áûëè äîáàâ-
ëåíû â ìíîæåñòâî. Îäèíàêîâûå îòðåçêè ìîæíî äîáàâëÿòü â ìíîæåñòâî.
Êàæäûé èç íèõ ñ÷èòàåòñÿ îòäåëüíûì îòðåçêîì.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â âûõîä íåîáõîäèìî âûâåñòè ðîâíî n ÷èñåë, ïî îäíîìó â ñòðîêå � îáùóþ
äëèíó îáúåäèíåíèÿ âñåõ îòðåçêîâ â ìíîæåñòâå ïîñëå êàæäîé èç n îïåðàöèé
äîáàâëåíèÿ/óäàëåíèÿ.

Ïðèìåð

d.in d.out
4
+ 1 3
+ 2 6
+ 5 7
- 2 6

2
5
6
4

Ðàçáîð çàäà÷è D. Äëèíà îáúåäèíåíèÿ

Âíà÷àëå ñ÷èòàåì âñå îòðåçêè èç âõîäíîãî ôàéëà è îòñîðòèðóåì âñå êîîð-
äèíàòû êîíöîâ âñåõ îòðåçêîâ. Ïîëó÷èì íàáîð òî÷åê (çàäàííûõ êîîðäèíà-
òîé ïî îñè Ox) a0, a1, . . . , an−1, ãäå n � îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ òî÷åê
ñðåäè êîíöîâ îòðåçêîâ. Ïîñòðîèì äåðåâî îòðåçêîâ, ëèñòüÿìè êîòîðîãî áó-
äóò âñå îòðåçêè âèäà aiai+1. Âåðøèíû äåðåâà íà óðîâåíü âûøå áóäóò ñîîò-
âåòñòâîâàòü îòðåçêàì a2ia2i+2 è ò.ä. Êàæäàÿ âåðøèíà äåðåâà îòðåçêîâ ñîîò-
âåòñòâóåò ïî îïðåäåëåíèþ êàêîìó-òî �êàíîíè÷åñêîìó� îòðåçêó aiaj. Ëþáîé
îòðåçîê ñ êîíöàìè â äàííûõ òî÷êàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà
O(log(n)) êàíîíè÷åñêèõ îòðåçêîâ, ïðè÷åì ýòî ðàçáèåíèå: ýòî èçâåñòíî èç
ëåêöèé.
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Â êàæäîé âåðøèíå äåðåâà îòðåçêîâ áóäåì õðàíèòü íåñêîëüêî âåëè÷èí.
Âî-ïåðâûõ, áóäåì õðàíèòü äëèíó real_length ðåàëüíîãî îòðåçêà aiaj íà
ïðÿìîé, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé âåðøèíå. Âî-âòîðûõ, áóäåì õðàíèòü êîëè-
÷åñòâî covering_segments_count îòðåçêîâ â ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùèõ äàí-
íûé êàíîíè÷åñêèé îòðåçîê â ñâîåì ðàçëîæåíèè. Â-òðåòüèõ, áóäåì õðàíèòü
îáùóþ äëèíó covered_length ïîäìíîæåñòâà äàííîãî êàíîíè÷åñêîãî îòðåç-
êà, ïîêðûòóþ îòðåçêàìè èç òåêóùåãî ìíîæåñòâà. Èíûìè ñëîâàìè, äëèíó
îáúåäèíåíèÿ âñåõ îòðåçêîâ, ïåðåñå÷åííîãî ñ äàííûì êàíîíè÷åñêèì îòðåç-
êîì.

Êàê ïîääåðæèâàòü çíà÷åíèÿ ýòèõ òðåõ âåëè÷èí ïðè äîáàâëåíèè è óäà-
ëåíèè îòðåçêîâ èç ìíîæåñòâà?

Âåëè÷èíà real_length íå ìåíÿåñòÿ ïðè ýòèõ îïåðàöèÿõ. Ìû ïîä-
ñ÷èòûâàåì åå îäíîâðåìåííî ñ èíèöèàëèçàöèåé äåðåâà îòðåçêîâ: äëèíà
îòðåçêîâ âèäà aiai+1 ñ÷èòàåòñÿ òðèâèàëüíî êàê a[i + 1] − a[i],
à äëèíà êàíîíè÷åñêîãî îòðåçêà s.real_length ñ÷èòàåòñÿ êàê
left(s).real_length + right(s).real_length, ãäå left(s) � ëåâûé
ñûí s â äåðåâå, à right(s) � ïðàâûé ñûí.

Âåëè÷èíà covering_segments_count óâåëè÷èâàåòñÿ íà îäèí, åñëè ïðè
îáðàáîòêå äîáàâëåíèÿ îòðåçêà â ìíîæåñòâà ìû ðàññìàòðèâàåì òåêóùèé êà-
íîíè÷åñêèé îòðåçîê (â ýòîì è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå îí â õîäèò â ðàçëîæåíèå
îòðåçêà íà êàíîíè÷åñêèå îòðåçêè). Àíàëîãè÷íî, îíà óìåíüøàåòñÿ íà åäè-
íèöó, åñëè òåêóùèé êàíîíè÷åñêèé îòðåçîê îáðàáàòûâàåòñÿ ïðè óäàëåíèè
îòðåçêà èç ìíîæåñòâà.

Íàêîíåö, âåëè÷èíà covered_length ðàâíà real_length â
ñëó÷àå åñëè òåêóùåå çíà÷åíèå covering_segments_count ïî-
ëîæèòåëüíî. Åñëè æå îíî ðàâíî íóëþ, òî òîëüêî â ýòîì
ñëó÷àå íóæíî ïðîâîäèòü ðåàëüíûå âû÷èñëåíèÿ è çàïèñàòü
s.covered_length = left(s).covered_length + right(s).covered_length.

Ñëîæíîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ çàâèñèò îò ñïîñîáà ðåàëèçàöèè. Ìîæ-
íî ðåàëèçîâàòü òàê: ïðè êàæäîì äîáàâëåíèè è óäàëåíèè îòðåçêà ñíà-
÷àëà ïåðåñ÷èòàåì â ñîîòâåòñòâóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ îòðåçêàõ çíà÷åíèå
covering_segments_count. Âñåãî èõ O(log(n)), è ñëîæíîñòü ýòîé îïåðà-
öèè òîæå ïîëó÷àåòñÿ O(log(n)). Ïîñëå ÷åãî íóæíî ïåðåñ÷èòàòü çíà÷åíèå
covered_length âî âñåõ îòðåçêàõ, â êîòîðûõ îíî ìîãëî èçìåíèòüñÿ. À èìåí-
íî, ïóñòü ìû ïåðåñ÷èòàëè çíà÷åíèå covering_segments_count â êàíîíè÷å-
ñêèõ îòðåçêàõ s1, s2, . . . , sk. Òîãäà âî âñåõ âåðøèíàõ íà ïóòè îò êàæäîãî
si ê êîðíþ äåðåâà îòðåçêîâ ìîãëî èçìåíèòüñÿ covered_length: â íèõ ìîã-
ëî áûòü covering_segments_count = 0, à çíà÷åíèå covered_length ìîãëî
èçìåíèòüñÿ â èõ äåòÿõ, à çíà÷èò è â íèõ. Åñëè ïðîàïäåéòèòü çíà÷åíèÿ ïî
ïîðÿäêó ñíà÷àëà âî âñåõ âåðøèíàõ íà ïóòè îò s1 äî êîðíÿ, ïîòîì âî âñåõ
âåðøèíàõ îò s2 äî êîðíÿ è ò.ä., òî ò.ê. k = O(log(n)), è íà ïóòè îò êàæäîãî
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si äî êîðíÿ O(log(n)) âåðøèí, òî îáùàÿ ñëîæíîñòü êàæäîé îïåðàöèè ïîëó-
÷àåòñÿ O(log2(n)). Â ýòîì ñëó÷àå îáùàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ O(n log2(n)).

Îäíàêî ìîæíî ïîñòóïèòü óìíåå. À èìåííî, â ñòàíäàðòíóþ ðåêóðñèâíóþ
ðåàëèçàöèþ äåðåâà îòðåçêîâ âêëþ÷èòü ïîäñ÷åò âåëè÷èíû covered_length
(âåëè÷èíà covering_segments_count è òàê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàíäàðò-
íóþ âåëè÷èíó äëÿ äåðåâà îòðåçêîâ, è åå ïîäñ÷åò äåëàåòñÿ òàê æå, êàê â
çàäà÷å RSQ). Êàê æå ýòî ñäåëàòü? Ïóñòü ìû íàõîäèìñÿ â êàêîì-òî êàíîíè-
÷åñêîì îòðåçêå. Åñëè îí ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â íàøåì òåêóùåì ðàññìàò-
ðèâàåìîì îòðåçêå (äîáàâëÿåìîì èëè óäàëÿåìîì èç ìíîæåñòâà), òî äàëü-
íåéøàÿ ðåêóðñèÿ íå íóæíà, ìû ïåðåñ÷èòàåì íàøè âåëè÷èíû òîëüêî â òå-
êóùåì êàíîíè÷åñêîì îòðåçêå è âûøå, à â åãî ïîääåðåâî íå ïîéäåì. Âåëè÷è-
íà covering_segments_count ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïîñëå
ýòîãî, åñëè covering_segments_count = 0, òî
covered_length = left(s).covered_length + right(s).covered_length,
èíà÷å covered_length = real_length.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìîòðèì, êàê âñåãäà, ëèøü ëîãàðèôìè÷åñêîå ÷èñ-
ëî êàíîíè÷åñêèõ îòðåçêîâ, è â êàæäîì èç íèõ ïðîâåäåì O(1) äåéñòâèé, ïî-
ýòîìó ñëîæíîñòü äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ îòðåçêà O(log(n)), à îáùàÿ ñëîæ-
íîñòü ðåøåíèÿ � O(n log(n)).

Çàòðàòû ïàìÿòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ � O(n) (â äåðåâå îòðåçêîâ O(n) êàíî-
íè÷åñêèõ îòðåçêîâ).

Çàäà÷à E. Âíåøíèå ïðÿìîóãîëüíèêè

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: e.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: e.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíî n ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîð-
äèíàò. Ãðàíèöû ëþáûõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Òî
åñòü äðóãèìè ñëîâàìè ëþáûå äâà ïðÿìîóãîëüíèêà ëèáî ðàñïîëîæåíû îò-
äåëüíî äðóã îò äðóãà, ëèáî îäèí èç íèõ � ñòðîãî âíóòðè äðóãîãî. Â òàêîé
ñèòóàöèè, íåêîòîðûå èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ � �âíåøíèå�, ò.å. òàêèå ÷òî íè
îäèí èç íèõ íå ëåæèò âíóòðè íèêàêîãî äðóãîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, à îñòàëü-
íûå ïðÿìîóãîëüíèêè � �âíóòðåííèå�. Íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî
�âíåøíèõ� ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
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Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäà çàäàíî ÷èñëî n (1 ≤ n ≤ 105).
Â êàæäîé èç ïîñëåäóþùèõ n ñòðîê � ïî ÷åòûðå öåëûõ ÷èñëà
x1, y1, x2, y2 (−109 ≤ x1, y1, x2, y2 ≤ 109), çàäàþùèõ êîîðäèíàòû
äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â âûõîä âûâåäèòå îäíî ÷èñëî � êîëè÷åñòâî �âíåøíèõ� ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ.

Ïðèìåð

e.in e.out
3
-3 -3 3 3
-2 2 2 -2
-1 -1 1 1

1

4
0 0 3 3
1 1 2 2
100 100 101 101
200 200 201 201

3

Ðàçáîð çàäà÷è E. Âíåøíèå ïðÿìîóãîëüíèêè

Áóäåì äâèãàòü ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ ñíèçó ââåðõ, íà÷èíàÿ èç êàêîãî-
òî ïîëîæåíèÿ ïîä âñåìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè è çàêàí÷èâàÿ ïîëîæåíèåì íàä
âñåìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè. Ó íàñ ïî ïóòè áóäóò ïðîèñõîäèòü ñîáûòèÿ. Ñîáû-
òèå �äîáàâèëñÿ ïðÿìîóãîëüíèê�, êîãäà ïðÿìàÿ ïåðâûé ðàç ïåðåñåêëà ïðÿ-
ìîóãîëüíèê è ñîáûòèå �óäàëèëñÿ ïðÿìîóãîëüíèê�, êîãäà ïðÿìàÿ ïåðåñåê-
ëà åãî ïîñëåäíèé ðàç, è âûøëà çà ïðåäåëû ïðÿìîóãîëüíèêà. Ýòè ñîáûòèÿ
ìîæíî îòñîðòèðîâàòü ïî âðåìåíè (åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìàÿ äâèãàåòñÿ ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ; ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî îòñîðòèðîâàòü ãîðèçîíòàëüíûå
ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïî îðäèíàòå). Åñëè æå êàêèå-òî äâå ñòîðîíû ðàç-
ëè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íàõîäÿòñÿ íà îäíîé âûñîòå, òî îòñîðòèðóåì èõ,
íàïðèìåð, ïî àáñöèññå ñàìîé ëåâîé òî÷êè ñòîðîíû.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàêîé-òî �âíóòðåííèé ïðÿìîóãîëüíèê� A ëåæèò â
êàêîì-òî �âíåøíåì� ïðÿìîóãîëüíèêå B, òî B äîáàâèòñÿ ðàíüøå, ÷åì A,
óäàëèòñÿ ïîçæå, ÷åì A, è ïðè ýòîì åùå ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòîðîíà A ïîëíî-
ñòüþ ïîìåùàåòñÿ ìåæäó êîíöàìè ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû B.

Áóäåì õðàíèòü ìíîæåñòâî îòðåçêîâ, êîòîðûå íà äàííûé ìîìåíò ëåæàò
íà ïðÿìîé � âñå îòðåçêè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ �âíåøíèìè� ïðÿìîóãîëü-
íèêàìè, ñ êîòîðûìè îíà ïåðåñåêàåòñÿ íà äàííûé ìîìåíò. Ýòî ìíîæåñòâî
ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî â ìîìåíò, êîãäà äîáàâëÿåòñÿ èëè óäàëÿåòñÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíèê. Áóäåì õðàíèòü ýòî ìíîæåñòâî â âèäå ñáàëàíñèðîâàííîãî áè-
íàðíîãî äåðåâà, íàïðèìåð êðàñíî-÷åðíîãî äåðåâà. Îòðåçêè â äåðåâå îòñîð-
òèðóåì ïî ëåâîìó êîíöó. Íåâàæíî, íà ñàìîì äåëå, ïî êàêîìó êîíöó, ò.ê.
îòðåçêè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ: �âíåøíèå� ïðÿìîóãîëüíèêè íå èìåþò îá-
ùèõ òî÷åê.

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ îáîèõ ñîáûòèé:
Åñëè äîáàâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê A, òî íàéäåì, â êàêîå ìåñòî äåðåâà

åãî ìîæíî äîáàâèòü (åãî ãîðèçîíòàëüíóþ ñòîðîíó a). Íàéäåì åãî ïîòåí-
öèàëüíîãî ëåâîãî ñîñåäà â äåðåâå s � íàèáîëüøèé îòðåçîê, ëåâûé êîíåö
êîòîðîãî íå ïðàâåå ëåâîãî êîíöà a. Ïðîâåðèì, íå ñîäåðæèò ëè îòðåçîê s
îòðåçîê a öåëèêîì. Åñëè ñîäåðæèò, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé
�âíåøíèé� ïðÿìîóãîëüíèê S ñîäåðæèò ïðÿìîóãîëüíèê A, à çíà÷èò A íå ÿâ-
ëÿåòñÿ �âíåøíèì�, è åãî íå íóæíî äîáàâëÿòü â äåðåâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
äîáàâëÿåì a â äåðåâî.

Åñëè óäàëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê A, òî ýòî � �âíåøíèé ïðÿìîóãîëüíèê�,
â ýòîò ìîìåíò íàì íàäî åãî ïîñ÷èòàòü: äîáàâèòü åäèíèöó ê îòâåòó. Çàòåì
óäàëèòü åãî èç äåðåâà.

Îïåðàöèè ñ äåðåâîì ïðîèçâîäÿòñÿ çà O(log(n)), ãäå n � îáùåå êîëè-
÷åñòâî îòðåçêîâ, ïîýòîìó îáùàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ O(n log(n)). Çàòðàòû
ïàìÿòè O(n).

Çàäà÷à F. ×åòûðåõóãîëüíèêè

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: f.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: f.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Âàì äàíî N òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè, òî åñòü, íåò äâóõ òî-
÷åê, êîòîðûå ñîâïàäàþò, è íåò òðåõ òàêèõ òî÷åê, êîòîðûå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Óçíàéòå, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëü-
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íèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Îäíî öåëîå ÷èñëî N (4 6 N 6 1 500) â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàé-
ëà. Ñëåäóþùèå N ñòðîê ñîäåðæàò äâà öåëûõ ÷èñëà Xi and Yi êàæäàÿ �
êîîðäèíàòû òî÷åê. Âñå êîîðäèíàòû íå ïðåâûøàþò 108 ïî àáñîëþòíîìó çíà-
÷åíèþ.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå îäíî öåëîå ÷èñëî � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âûïóêëûõ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â äàííûõ òî÷êàõ.

Ïðèìåð

f.in f.out
4
-1 -1
-1 1
1 1
1 -1

1

5
0 0
5 0
3 4
0 5
5 5

3

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïðîèëþñòðèðîâàí íèæå.

d d
dd d

b b
bb

d d
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Ðàçáîð çàäà÷è F. ×åòûðåõóãîëüíèêè

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîâîðà÷èâàþùåéñÿ ñêàíèðóþùåé
ïðÿìîé.
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Êîëè÷åñòâî âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ÷åò-
âåðîê òî÷åê, òàêèõ ÷òî íè îäíà èç íèõ íå ëåæèò â òðåóãîëüíèêå, îáðàçî-
âàííîì äðóãèìè òðåìÿ. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî îñòàëüíûõ ÷åòâåðîê òî÷åê
è âû÷òåì îòâåò èç C4

n. Ò.å. íàì íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ÷åòâå-
ðîê òî÷åê òàêèõ, ÷òî îäíà èç òî÷åê ëåæèò â òðåóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì
îñòàëüíûìè òî÷êàìè. Äëÿ ýòîãî ïîñ÷èòàåì äëÿ êàæäîé òî÷êè êîëè÷åñòâî
òðåóãîëüíèêîâ, â êîòîðûõ îíà ëåæèò, è ñëîæèì.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó O, äëÿ êîòîðîé áóäåì ñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òðåóãîëü-
íèêîâ èç îñòàëüíûõ òî÷åê, â êîòîðûõ îíà ëåæèò. Ýòî ÷èñëî â ñâîþ î÷åðåäü
ìîæíî âûðàçèòü êàê îáùåå êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ èç îñòàëüíûõ òî÷åê
(C3

n−1) ìèíóñ êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ èç îñòàëüíûõ òî÷åê, â êîòîðûõ
òî÷êà O íå ëåæèò. Îòñîðòèðóåì âñå òî÷êè ïî óãëó îòíîñèòåëüíî O. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì O íå ëåæèò. Â íåì åñòü
ðîâíî îäíà âåðøèíà (îáîçíà÷èì åå A) òàêàÿ ÷òî îñòàëüíûå äâå âåðøèíû
(îáîçíà÷èì èõ B è C) ëåæàò ñëåâà îò ïðÿìîé OA. Èíà÷å O ëåæàëî áû
âíóòðè ABC. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òðå-
óãîëüíèêîâ, â êîòîðûõ O íå ëåæèò, íàäî ïåðåáðàòü âñå òî÷êè â êà÷åñòâå
A, è äëÿ êàæäîé òàêîé ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ïàð òî÷åê (B, C), ëåæàùèõ
ñëåâà îò ïðÿìîé OA. Òàêîé ïîäñ÷åò ìîæíî ñäåëàòü ïîñëå ñîðòèðîâêè òî-
÷åê ïî óãëó îòíîñèòåëüíî O çà ëèíåéíîå âðåìÿ: äëÿ ñàìîé ïåðâîé òî÷êè
A ÿâíûì îáðàçîì íàõîäèì ïîñëåäíþþ â îòñîðòèðîâàííîì ïîðÿäêå òî÷êó,
åùå ëåæàùóþ ñëåâà îò OA. Âñå ïðåäûäóùèå òîæå ëåæàò ñëåâà îò OA �
çíàåì èõ êîëè÷åñòâî k äëÿ OA, òîãäà êîëè÷åñòâî èñêîìûõ ïàð ðàâíî C2

k .
Ïåðåõîäÿ ê ñëåäóþùåé ïî ïîðÿäêó òî÷êå A′, ìû ñäâèãàåì óêàçàòåëü íà ïî-
ñëåäíþþ òî÷êó, ëåæàùóþ ñëåâà îò OA′ òîëüêî âïåðåä, è òàê áóäåò êàæäûé
ðàç ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåé ïî ïîðÿäêó òî÷êå. Ïîýòîìó ó íàñ áóäåò äâà
óêàçàòåëÿ, îäèí èç êîòîðûõ ïðîéäåò ðîâíî îäèí êðóã, à äðóãîé íèêîãäà åãî
íå îáãîíèò � çíà÷èò îíè îáà ïðîéäóò â ñóììå ëèíåéíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ.
Â ïðîöåññå ýòîãî äëÿ êàæäîé òî÷êè A ìû ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïàð (B,
C) ñëåâà îò ïðÿìîé OA, ïðîñóììèðóåì ýòè ÷èñëà è òàêèì îáðàçîì ïîëó-
÷èì êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ ABC, òàêèõ ÷òî O íå ëåæèò âíóòðè ABC.
×òîáû ïîëó÷èòü èç ýòîãî êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ O, íàäî
âû÷åñòü ýòî ÷èñëî èç C3

n−1.
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Äåíü Ìèõàèëà Ëåâèíà

Çàäà÷à G. Ðàäèîïåðåäàò÷èêè

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: g.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: g.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 4 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ðÿäîì ðàñïîëîæåíû äâà ïåðåäàò÷èêà, âåùàþùèå íà
îäíîé ÷àñòîòå, òî êà÷åñòâî ïðèåìà ðåçêî óõóäøàåòñÿ. Âàì äàíû ìåñòîïî-
ëîæåíèÿ N ïåðåäàò÷èêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èç íèõ ìîæåò èñïîëüçî-
âàòü îäíó èç äâóõ äîñòóïíûõ ÷àñòîò. Ìîùíîñòè âñåõ ïåðåäàò÷èêîâ ðàâíû
ìåæäó ñîáîé è ðàâíû W . Â äàííîì ñëó÷àå ïîä ìîùíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ
ðàäèóñ äåéñòâèÿ óâåðåííîãî ïðèåìà âîêðóã ïåðåäàò÷èêà. Êàêóþ íàèáîëü-
øóþ ìîùíîñòü W ìîãóò èìåòü ýòè ïåðåäàò÷èêè, ÷òîáû íå ñóùåñòâîâàëî
îáëàñòè ïîëîæèòåëüíîé ïëîùàäè óâåðåííîãî ïðèåìà äâóõ ïåðåäàò÷èêîâ,
âåùàþùèõ íà îäèíàêîâîé ÷àñòîòå? Âûáîð ÷àñòîòû âåùàíèÿ êàæäîãî ïåðå-
äàò÷èêà îñòàåòñÿ çà âàìè. Ïðîôåññîð Êíóòìåí óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è çà âðåìÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîå êâàäðàòó ÷èñëà N , è ýòî
ðåøåíèå äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèòñÿ öåëîå ÷èñëî
N (3 ≤ N ≤ 7500) � êîëè÷åñòâî ïåðåäàò÷èêîâ. Äàëåå â N ñòðî-
êàõ çàïèñàíû êîîðäèíàòû êàæäîãî ïåðåäàò÷èêà. Âñå êîîðäèíàòû � öåëûå
÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 10000 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Âñå ïåðåäàò÷èêè
èìåþò ðàçëè÷íûå êîîðäèíàòû.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâóþ ñòðîêó âûâåäèòå ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü ïåðåäàò÷èêîâ W .
Ìîùíîñòü âûâîäèòå íå ìåíåå ÷åì ñ øåñòüþ çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé. Âî âòî-
ðóþ ñòðîêó âûâåäèòå N ÷èñåë � íîìåðà ÷àñòîò ïåðåäàò÷èêîâ. ×èñëî 1 â
i-îé ïîçèöèè îáîçíà÷àåò, ÷òî i-ûé ïåðåäàò÷èê äîëæåí âåùàòü íà ïåðâîé
÷àñòîòå. ×èñëî 2 îáîçíà÷àåò, ÷òî íà âòîðîé. Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, âû-
âåäèòå ëþáîå.
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Ïðèìåð

g.in g.out
4
0 0
0 1
1 0
1 1

0.70710678118654752
1 2 2 1

Ðàçáîð çàäà÷è G. Ðàäèîïåðåäàò÷èêè

Â ýòîé çàäà÷å òðåáîâàëîñü ðåøåíèå çà O(n2). Îíî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà çàO(n2). Ïîñòðîèì êàêîå-
íèáóäü MST. Ðàñêðàñèì âñå åãî âåðøèíû â äâà öâåòà. Ðàññìîòðèì âñå ïàðû
âåðøèí îäíîãî öâåòà. Äëÿ ëþáîé òàêîé ïàðû âåðøèí, åñëè äîáàâèòü ñîîò-
âåòñòâóþùåå ðåáðî e â äåðåâî, â ãðàôå ïîÿâèòñÿ öèêë. Íîâîå ðåáðî îáÿçàíî
áûòü ìàêñèìàëüíûì ðåáðîì â ýòîì öèêëå, ò.ê. ó íàñ ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå
äåðåâî. Êðîìå òîãî, ýòîò öèêë îáÿçàòåëüíî íå÷åòíîé äëèíû. À ýòî çíà÷èò,
÷òî ïðè ëþáîì ñïîñîáå âûáîðà ÷àñòîò â êàæäîé âåðøèíû â ýòîì öèêëå
åñòü äâå ñîñåäíèå âåðøèíû ñ îäíîé è òîé æå ÷àñòîòîé. È ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ýòèìè äâóìÿ âåðøèíàìè óæ íèêàê íå áîëüøå äëèíû ðåáðà e. À ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìîùíîñòü ïåðåäàò÷èêîâ íå ìîæåò áûòü áîëåå length(e)
2 . Ýòî

âåðíî äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí îäíîãî öâåòà è ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà e.
Äàâàéòå ðàññìîòðèì ÷èñëî m � ìèíèìóì ïî âñåì ïàðàì âåðøèí âåëè÷èíû
length(u,v)

2 . Ñ îäíîé ñòîðîíû, îòâåò çàäà÷è, êàê ìû óæå âûÿñíèëè, íå áîëüøå
m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ñäåëàòü âñå ïåðåäàò÷èêè ðîâíî ìîùíîñòè m, à
÷àñòîòû ïåðåäàò÷èêîâ âûáðàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ èçíà÷àëüíîé ðàñêðàñêîé
íàøåãî ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà, òî ìû ïîëó÷èì êîððåêòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ÷àñòîò. Òàêèì îáðàçîì, îòâåò ê çàäà÷å ðàâåí m. Ñêîëüêî íóæíî
âðåìåíè äëÿ âû÷èñëåíèÿ m? Ñíà÷àëà O(n2) íà ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíîãî
îñòîâíîãî äåðåâà, çàòåì O(n) íà ðàñêðàñêó äåðåâà â äâà öâåòà, à ïîòîì
åùå O(n2) íà ïåðåáîð âñåõ ïàð âåðøèí îäèíàêîâîãî öâåòà. Òàêèì îáðàçîì,
îáùàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ O(n2), íåîáõîäèìûå çàòðàòû ïàìÿòè O(n).
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Äåíü Ìèõàèëà Ëåâèíà

Çàäà÷à H. Àâòîìîáèëüíàÿ ñòîÿíêà

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: h.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: h.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Èìååòñÿ öèêëè÷åñêàÿ àâòîìîáèëüíàÿ ñòîÿíêà, òî åñòü òàêàÿ, â êîòîðîé
âñå ïàðêîâî÷íûå ìåñòà ðàñïîëîëæåíû ïî êðóãó. Âñåãî åñòü n ïàðêîâî÷íûõ
ìåñò, è îíè ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî n. Íà ñòîÿíêó ïðèåçæàþò è óåçæàþò
àâòîìîáèëè. Êàæäûé àâòîìîáèëü çàðàíåå öåëåíàïðàâëåííî ïîäúåçæàåò ê
îïðåäåëåííîìó ïàðêîâî÷íîìó ìåñòó � ìåñòó, âûäåëåííîìó äëÿ õîçÿèíà
àâòîìîáèëÿ. Îäíàêî ÷àñòåíüêî ñëó÷àåòñÿ, ÷òî êòî-òî óæå çàíÿë ýòî ìåñòî,
òîãäà àâòîìîáèëü íà÷èíàåò åõàòü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (÷èñëà ðàñïîëîæåíû
â ïîðÿäêå 1, 2, 3, . . . , n, 1, 2, 3, . . . ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå) äî òåõ ïîð, ïîêà íå
íàéäåò ïåðâîå ñâîáîäíîå ìåñòî è íå âñòàíåò íà íåãî. Åñëè æå ìåñò íåò, òî
àâòîìîáèëü óåçæàåò, òàê è íå ïîïàâ íà ñòîÿíêó.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäà çàïèñàíî äâà öåëûõ ÷èñëà 1 ≤ n,m ≤ 100 000, ãäå
n � êîëè÷åñòâî ìåñò íà ñòîÿíêå, àm � êîëè÷åñòâî ñîáûòèé, ïðîèçîøåäøèõ
çà äåíü. Ñîáûòèå � ýòî ëèáî ïðèåçä, ëèáî îòúåçä àâòîìîáèëÿ. Â ñëåäóþùèõ
m ñòðîêàõ � ïî ñîáûòèþ â ñòðîêå. Ïðèáûòèå àâòîìîáèëÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê
�+ i� (ìåæäó çíàêîì �+� è ÷èñëîì åñòü ïðîáåë), ãäå i � íîìåð ìåñòà, ê
êîòîðîìó èçíà÷àëüíî íàïðàâëÿåòñÿ àâòîìîáèëü. Îòúåçä çàïèñûâàåòñÿ êàê
�- i� (ìåæäó çíàêîì �-� è ÷èñëîì åñòü ïðîáåë), ãäå i � íîìåð ìåñòà íà
ñòîÿíêå.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Äëÿ êàæäîãî ïðèåçäà àâòîìîáèëÿ âûâåäèòå â âûõîä åäèíñòâåííóþ ñòðî-
êó, â êîòîðîé çàïèñàí íîìåð ìåñòà, íà êîòîðîå îí âñòàë, ëèáî−1, åñëè ìåñòà
íå íàøëîñü. Äëÿ êàæäîãî îòúåçäà àâòîìîáèëÿ âûâåäèòå 0 åñëè íà äàííîì
ìåñòå äåéñòâèòåëüíî áûë àâòîìîáèëü è −2 åñëè àâòîìîáèëÿ íà ìåñòå i íå
áûëî.
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Ïðèìåð

h.in h.out
4 8
+ 2
+ 2
+ 2
+ 2
+ 2
+ 2
- 2
- 2

2
3
4
1
-1
-1
0
-2

Ðàçáîð çàäà÷è H. Àâòîìîáèëüíàÿ ñòîÿíêà

Ïåðâûé ñïîñîá.
Â ýòîé çàäà÷å ïî ñóòè íóæíî ðåàëèçîâàòü òðè îïåðàöèè:

� íàéòè ïåðâîå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñâîáîäíîå ìåñòî îò äàííîé ñòîÿíêè

�� ïðîâåðèòü, ñâîáîäíî ëè äàííîå ìåñòî

� ñäåëàòü ñâîáîäíîå ìåñòî çàíÿòûì èëè íàîáîðîò
Ìîæíî ïðîñòî ðåàëèçîâàòü íàøó öèêëè÷åñêóþ ñòîÿíêó êàê áóëåâñêèé

ìàññèâ, â êîòîðîì çíà÷åíèå true ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîìó ìåñòó è false
çàíÿòîìó. Òîãäà âòîðàÿ è òðåòüÿ îïåðàöèÿ òðèâèàëüíî ðåàëèçóþòñÿ çà
O(1). Îäíàêî ïåðâàÿ îïåðàöèÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòàåò çà O(n), ò.ê. íàì
íóæíî ïðîéòèñü îò òåêóùåãî ìåñòà ïî âñåìó ìàññèâó öèêëè÷åñêè äî ïåð-
âîãî ñâîáîäíîãî ìåñòà, êîòîðîãî, â ïðèíöèïå, ìîæåò è íå áûòü, è òîãäà
áóäåò ñäåëàíî n äåéñòâèé. Ïîýòîìó îáùàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ â õóäøåì
ñëó÷àå ñîñòàâèò O(n2), ÷òî íàì íå ïîäõîäèò ïðè äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
(n = 100000).

Âìåñòî ïåðâûõ äâóõ îïåðàöèé ðåàëèçóåì îäíó: ïîñ÷èòàòü îáùåå êîëè÷å-
ñòâî ñâîáîäíûõ ìåñò îò i-ãî ìåñòà äëÿ ñòîÿíêè äî j-ãî âêëþ÷èòåëüíî. Íà
áàçå ýòîé îïåðàöèè ðåàëèçóþòñÿ îáå èñõîäíûå îïåðàöèè. Âòîðàÿ îïåðàöèÿ
ïðîñòî ïðîâåðèò êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ ìåñò îò i-ãî äî i-ãî ìåñòà è ñðàâ-
íèò ñ åäèíèöåé. Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ÷óòü ñëîæíåå. Ïóñòü íóæíî
íàéòè ïåðâîå ñâîáîäíîå ìåñòî â öèêëè÷åñêîì ìàññèâå, íà÷èíàÿ ñ i-ãî ìåñòà.
Äëÿ íà÷àëà ïðîâåðèì, åñòü ëè ñâîáîäíîå ìåñòî îò i-é äî n − 1-é ïîçèöèè.
Åñëè åñòü, òî äàëüøå áóäåì èñêàòü óæå òîëüêî íà ýòîì îòðåçêå. Åñëè íåò,
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òî ïðîâåðèì, åñòü ëè ñâîáîäíîå ìåñòî îò 0-é äî i − 1-é ïîçèöèè. Åñëè òàì
òîæå íåò ñâîáîäíûõ ìåñò, çíà÷èò ñâîáîäíûõ ìåñò íåò âîîáùå. Åñëè æå åñòü,
òî áóäåì èñêàòü òîëüêî íà ýòîì îòðåçêå. Èòàê, â îáùåì ñëó÷àå ìû áóäåì
èñêàòü ïåðâîå ñâîáîäíîå ìåñòî ëèáî íà îòðåçêå îò 0 äî i−1, ëèáî íà îòðåçêå
îò i äî n− 1. Ýòè çàäà÷è àíàëîãè÷íû, òàê ÷òî áóäåì ðåøàòü áîëåå îáùóþ
çàäà÷ó: íàéòè ïåðâîå ñâîáîäíîå ìåñòî íà îòðåçêå îò i äî j âêëþ÷èòåëüíî,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ýòèìè ïîçèöèÿìè òî÷íî åñòü ñâîáîäíîå
ìåñòî. Êàê ìû áóäåì ýòî äåëàòü? Çàïóñòèì áèíàðíûé ïîèñê. Ïîñ÷èòàåì
êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ ìåñò íà ïîçèöèÿõ îò i-é äî mid(i, j) âêëþ÷èòåëüíî,
ãäå mid(i, j) � ñåðåäèíà îòðåçêà îò i-é äî j-é ïîçèöèè. Åñëè åñòü õîòÿ áû
îäíî ñâîáîäíîå ìåñòî, òî ïåðåõîäèì îò îòðåçêà (i, j) ê îòðåçêó (i,mid(i, j)).
Èíà÷å ñâîáîäíîå ìåñòî îáÿçàòåëüíî åñòü îò ïîçèöèè mid(i, j) + 1 äî ïîçè-
öèè j, è ìû ïåðåõîäèì îò îòðåçêà (i, j) ê îòðåçêó (mid(i, j) + 1, j). Òàêèì
îáðàçîì, ìû íà êàæäîì øàãå áóäåì óìåíüøàòü äëèíó îòðåçêà â äâà ðà-
çà, è âòîðàÿ îïåðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ çà O(log(n)) óìíîæèòü íà ñëîæíîñòü
îïåðàöèè �ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ ìåñò íà îòðåçêå�.

Òåïåðü îñòàëîñü ïîíÿòü, êàê íàì ïîáûñòðåå ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé îïåðà-
öèåé âìåñòå ñ òðåòüåé èç èçíà÷àëüíî óêàçàííûõ. Ïðîùå âñåãî çäåñü âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äåðåâîì Ôåíâèêà. Îíî óìååò çà O(log(n)) ñ÷èòàòü ñóììó ÷è-
ñåë íà îòðåçêå îò i äî j, à òàêæå ïðèáàâëÿòü ê ÿ÷åéêå ÷èñëî. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïîñòðîèì äåðåâî Ôåíâèêà íàä íàøèì èçíà÷àëüíûì ìàññèâîì èç
íóëåé è åäèíèö: íîëü � çàíÿòîå ìåñòî, åäèíèöà � ñâîáîäíîå. Òîãäà ïîä-
ñ÷åò êîëè÷åñòâà ñâîáîäíûõ ìåñò íà îòðåçêå � ýòî è åñòü ñóììà íà îòðåç-
êå. À çàíÿòü ñâîáîäíîå ìåñòî èëè îñâîáîäèòü ìåñòî ðàâíîñèëüíî ïðèáàâ-
ëåíèþ åäèíèöû èëè ñîîòâåòñòâåííî ìèíóñ åäèíèöû ê çíà÷åíèþ â ÿ÷åé-
êå. Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâàÿ èç òðåõ èçíà÷àëüíûõ îïåðàöèé ðàáîòàåò çà
O(log(n)) · O(log(n) = O(log2(n)), à îñòàëüíûå äâå � çà O(log(n)). Èòî-
ãîâàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ � O(m log2(n)), ãäå m � êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ.
Çàòðàòû ïàìÿòè � O(n), ò.ê. äåðåâó Ôåíâèêà òðåáóåòñÿ òîëüêî O(n) ïàìÿ-
òè.

Âòîðîé ñïîñîá.
Âìåñòî ïîäñ÷åòà ñóìì íà îòðåçêå ñ ïîìîùüþ äåðåâà Ôåíâèêà ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ äåðåâîì îòðåçêîâ, ïðàâäà ñ íåîáû÷íîé ôóíêöèåé: íàøå
äåðåâî îòðåçêîâ áóäåò ïðîñòî-íàïðîñòî íàõîäèòü ñàìóþ ëåâóþ åäèíèöó íà
îòðåçêå îò i äî j. Ïðè ýòîì åùå óìååò ïðîâåðÿòü çíà÷åíèå â òî÷êå è èçìå-
íÿòü åãî ñ íóëÿ íà åäèíèöó è íàîáîðîò. Ýòî ïîêðûâàåò âñå òðè îïåðàöèè,
ïåðå÷èñëåííûå â íà÷àëå ïåðâîãî ðåøåíèÿ. Ïðîâåðêà çíà÷åíèÿ â òî÷êå è èç-
ìåíåíèå çíà÷åíèÿ â îäíîé òî÷êå � ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äåðåâà îòðåç-
êîâ. À ñàìàÿ ïåðâàÿ åäèíèöà íà îòðåçêå � ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó åå
òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ äåðåâà îòðåçêîâ. Åñëè íà êàêîì-òî îòðåçêå
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íåò åäèíèö, òî â êà÷åñòâå ïîçèöèè ñàìîé ëåâîé åäèíèöû áóäåì çàïèñûâàòü
−1, èíà÷å áóäåì çàïèñûâàòü èíäåêñ ýòîé ïîçèöèè. Äëÿ îòðåçêîâ åäèíè÷íîé
äëèíû ïîñ÷èòàòü îòâåò òðèâèàëüíî. À äàëüøå äëÿ êàæäîãî êàíîíè÷åñêîãî
îòðåçêà ñìîòðèì íà åãî äåòåé: åñëè â ëåâîì ñûíå íå −1, òî ïåðåïèñûâàåì
çíà÷åíèå èç ëåâîãî ñûíà. Åñëè â ëåâîì ñûíå −1, òî ïåðåïèñûâàåì çíà÷åíèå
èç ïðàâîãî ñûíà. Ïðè èçìåíåíèÿõ íóëÿ íà åäèíèöó èëè åäèíèöû íà íîëü
èäåì ñíèçó ââåðõ è ïåðåñ÷èòûâàåì ïî ýòîìó àëãîðèòìó ïîçèöèþ ñàìîé ëå-
âîé åäèíèöû. Ñîîòâåòñòâåííî, âñå îïåðàöèè ðåàëèçóþòñÿ çà O(log(n)), è
ñëîæíîñòü âñåãî ðåøåíèÿ O(m log(n)), ãäå m � êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ. Çà-
òðàòû ïàìÿòè ýòîãî ðåøåíèÿ � O(n), ò.ê. äåðåâó îòðåçêîâ òðåáóåòñÿ O(n)
êàíîíè÷åñêèõ îòðåçêîâ.

Çàäà÷à I. Ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: i.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: i.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äâà îòðåçêà [A, B] è [C, D] íà ïëîñêîñòè çàäàíû êîîðäèíàòàìè ñâîèõ
êîíöîâ � òî÷åê A, B, C, D : (Xa, Ya), (Xb, Yb), (Xc, Yc), (Xd, Yd).

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïåðåñå÷åíèå ýòèõ îòðåçêîâ è âûâåñòè:

� ñëîâî Empty, åñëè ýòè îòðåçêè íå ïåðåñåêàþòñÿ;

�� êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, åñëè ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîé òî÷êè;

� êîîðäèíàòû òî÷åê � íà÷àëà è êîíöà îòðåçêà ïåðåñå÷åíèÿ â ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, åñëè ïåðåñå÷åíèå çàäàííûõ îòðåçêîâ � îòðåçîê.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

×åòûðå ñòðîêè ôàéëà èñõîäíîé èíôîðìàöèè ñîäåðæàò ïî äâà öåëûõ
çíà÷åíèÿ, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000 � êîîðäèíàòû êîíöîâ òî÷åê
A, B, C, D. Îòðåçêè ìîãóò áûòü âûðîæäåííûìè.
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Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

×èñëîâûå çíà÷åíèÿ â îòâåòå ñëåäóåò îêðóãëèòü äî äåñÿòè çíàêîâ ïîñëå
äåñÿòè÷íîé òî÷êè.

Ïðèìåð

i.in i.out
0 0
9 9
9 5
0 5

5.0000000000
5.0000000000

0 0
9 9
15 15
7 7

7.0000000000
7.0000000000
9.0000000000
9.0000000000

0 0
9 9
10 10
10 10

Empty

Ðàçáîð çàäà÷è I. Ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ

×òîáû îïðåäåëèòü, ïåðåñåêàþòñÿ ëè ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå îòðåçêè AB
è CD, íóæíî ïîñòðîèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ a1x + b1y + c1 = 0 è
a2x + b2y + c2 = 0 ïî äâóì òî÷êàì è ïîñ÷èòàòü îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé. Åñëè îïðåäåëèòåëü íåíóëåâîé, òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, è
ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà ìîæíî íàéòè èõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ. Äàëåå, íóæíî
ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ between(a, x, b), îïðåäåëÿþùóþ, ëåæèò ëè òî÷êà
x ìåæäó òî÷êàìè a è b, è ñ ïîìîùüþ íåå îïðåäåëèòü, ëåæèò ëè òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ íà îáîèõ îòðåçêàõ. Ôóíêöèÿ between äëÿ òî÷åê ïèøåòñÿ íà
îñíîâå ôóíêöèè between äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòåé
âû÷èñëåíèé. Ïðè ýòîì between äîëæíà âîçâðàùàòü íåñòðîãîå �ìåæäó�.

Åñëè ïðÿìûå íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè ëèáî ïàðàëëåëüíû, ëèáî ñîâïàäà-
þò. Ýòî ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîñ÷èòàâ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå AB íà AC.
Åñëè îíî íå ðàâíî íóëþ, òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, è îáùèõ òî÷åê íåò. Èíà-
÷å îòðåçêè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî, íàïðèìåð, äëÿ
êàæäîãî èç 4 êîíöîâ âñåõ îòðåçêîâ ïðîâåðèòü, ïðèíàäëåæèò ëè îí äðóãîìó
îòðåçêó, ñîçäàòü ìíîæåñòâî âñåõ êîíöîâ îòðåçêîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îáîèì
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îòðåçêàì, çàòåì âçÿòü â íåì äâà êðàéíèõ ýëåìåíòà è âûâåñòè êàê ïåðåñå-
÷åíèå ýòèõ äâóõ îòðåçêîâ. Åñëè ìíîæåñòâî ïóñòî, òî è ïåðåñå÷åíèÿ íåò.

Â ýòîé çàäà÷å ïðè æåëàíèè ìîæíî îáîéòèñü áåç âû÷èñëåíèé â âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñëàõ çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî äåëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà íóæíî âû-
âåñòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáû÷íûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ. Ñðàâíèâàòü
âåùåñòâåííûå ÷èñëà íå îáÿçàòåëüíî. Î÷åâèäíî, â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíûõ è
ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ âñå äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé,
ïîýòîìó è íå íóæíî âûõîäèòü çà ïðåäåëû öåëûõ ÷èñåë. ×òîáû îïðåäåëèòü,
ïåðåñåêàþòñÿ ëè äâà îòðåçêà ñ öåëûìè êîíöàìè, äîñòàòî÷íî ñíà÷àëà îïðå-
äåëèòü, ïåðåñåêàþòñÿ ëè èõ îãðàíè÷èâàþùèå ïðÿìîóãîëüíèêè, à åñëè äà,
òî ïîñ÷èòàòü åùå íåñêîëüêî âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé, íà îñíîâå êîòîðûõ
âû÷èñëÿåòñÿ, ëåæàò ëè òî÷êè A è B ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé CD èëè
íåò, è òî æå ñàìîå íàñ÷åò òî÷åê C è D è ïðÿìîé AB.

Íî ãëàâíîå çäåñü ïðîñòî àêêóðàòíî ðàññìîòðåòü âñå ñëó÷àè. Íà óäèâ-
ëåíèå ýòó ïðîñòóþ çàäà÷ó ðåäêî ñäàþò ñ ïåðâîé ïîïûòêè äàæå îïûòíûå
ëþäè.

Çàäà÷à J. Íàéáîëüøèé êðóã (Þíèîðñêàÿ ëèãà)

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: j.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: j.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Óðà! Âàì íàêîíåö, óäàëîñü êóïèòü êëî÷îê çåìëè ïî÷òè â 400õ êèëîìåò-
ðàõ îò Ìîñêâû. Òîëüêî ... òîëüêî ýòî áûëî òàê äîðîãî, ÷òî Âû íå ìîãëè
ïîçâîëèòü ñåáå ïîñòðîèòü òàì äîì. Òàêèì îáðàçîì, Âû ðåøèëè ïîñòðîèòü
áàññåéí. Îí äîëæåí èìåòü ôîðìó êðóãà, è áûòü êàê ìîæíî áîëüøå âíóòðè
âàøåãî ó÷àñòêà. Òùàòåëüíî èçìåðèâ ãðàíèöû âàøåãî ó÷àñòêà, òåïåðü Âû
çíàåòå, ÷òî ýòî âûïóêëûé N -óãîëüíèê.

Êàêîâ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ðàäèóñ êðóãëîãî áàññåéíà â íåì?

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèòñÿ öåëîå ÷èñëî N ,
3 ≤ N ≤ 50. Ñëåäóþùèå N ñòðîê ñîäåðæàò ïî äâà öåëûõ ÷èñëà êàæäàÿ,
xi è yi, íå ïðåâûøàþùåé 107 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå � êîîðäèíàòû âåð-
øèí ó÷àñòêà (âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê) ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Íèêàêèå
òðè âåðøèíû íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå èñêîìûé ðàäèóñ. Âàøè ðåøåíèÿ áóäóò ïðèíèìàòüñÿ, åñëè îí
îêðóãëÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 10−3.

Ïðèìåð

j.in j.out
4
0 0
1 0
1 1
0 1

0.5

Ðàçáîð çàäà÷è J. Íàéáîëüøèé êðóã (Þíèîðñêàÿ
ëèãà)

Ïåðåáèðàåì âñå òðîéêè ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà. Êàêîé-òî òðîéêè íàø
êðóã îáÿçàí êàñàòüñÿ. ×òîáû êàñàëñÿ òðåõ ñòîðîí, öåíòð äîëæåí ëåæàòü íà
ïåðåñå÷åíèè áèññåêòðèñ óãëîâ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè. Ïåðåáèðàåì ìåæäó
äâóìÿ ïàðàìè ñòîðîí 4 ïàðû áèññåêòðèñ, âñå ïîïàðíî ïåðåñåêàåì è ïðî-
âåðÿåì òàêîé öåíòð. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî öåíòðà ðàäèóñ � ìèíèìóì èç
ðàññòîÿíèé äî âåðøèí è äî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà. Âûáèðàåì ìàêñèìàëü-
íûé O(n4).

Çàäà÷à K. Ðàäèîïåðåäàò÷èêè 2 (Þíèîðñêàÿ ëèãà)

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: k.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: k.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ðÿäîì ðàñïîëîæåíû äâà ïåðåäàò÷èêà, âåùàþùèå íà
îäíîé ÷àñòîòå, òî êà÷åñòâî ïðèåìà ðåçêî óõóäøàåòñÿ. Âàì äàíû ìåñòîïî-
ëîæåíèÿ N ïåðåäàò÷èêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èç íèõ ìîæåò èñïîëüçî-
âàòü îäíó èç äâóõ äîñòóïíûõ ÷àñòîò. Ìîùíîñòè âñåõ ïåðåäàò÷èêîâ ðàâíû
ìåæäó ñîáîé è ðàâíû W . Â äàííîì ñëó÷àå ïîä ìîùíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ
ðàäèóñ äåéñòâèÿ óâåðåííîãî ïðèåìà âîêðóã ïåðåäàò÷èêà. Êàêóþ íàèáîëü-
øóþ ìîùíîñòü W ìîãóò èìåòü ýòè ïåðåäàò÷èêè, ÷òîáû íå ñóùåñòâîâàëî
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îáëàñòè ïîëîæèòåëüíîé ïëîùàäè óâåðåííîãî ïðèåìà äâóõ ïåðåäàò÷èêîâ,
âåùàþùèõ íà îäèíàêîâîé ÷àñòîòå? Âûáîð ÷àñòîòû âåùàíèÿ êàæäîãî ïåðå-
äàò÷èêà îñòàåòñÿ çà âàìè.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèòñÿ öåëîå ÷èñëî
N (3 ≤ N ≤ 1000) � êîëè÷åñòâî ïåðåäàò÷èêîâ. Äàëåå â N ñòðî-
êàõ çàïèñàíû êîîðäèíàòû êàæäîãî ïåðåäàò÷èêà. Âñå êîîðäèíàòû � öåëûå
÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 10000 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Âñå ïåðåäàò÷èêè
èìåþò ðàçëè÷íûå êîîðäèíàòû.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâóþ ñòðîêó âûâåäèòå ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü ïåðåäàò÷èêîâ W .
Ìîùíîñòü âûâîäèòå íå ìåíåå ÷åì ñ øåñòüþ çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé. Âî âòî-
ðóþ ñòðîêó âûâåäèòå N ÷èñåë � íîìåðà ÷àñòîò ïåðåäàò÷èêîâ. ×èñëî 1 â
i-îé ïîçèöèè îáîçíà÷àåò, ÷òî i-ûé ïåðåäàò÷èê äîëæåí âåùàòü íà ïåðâîé
÷àñòîòå. ×èñëî 2 îáîçíà÷àåò, ÷òî íà âòîðîé. Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, âû-
âåäèòå ëþáîå.

Ïðèìåð

k.in k.out
4
0 0
0 1
1 0
1 1

0.70710678118654752
1 2 2 1

Ðàçáîð çàäà÷è K. Ðàäèîïåðåäàò÷èêè 2 (Þíèîðñêàÿ
ëèãà)

Çàïîìèíàåì â ìàññèâ âñå êâàäðàòû ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøè-
íàìè. Â äâóìåðíûé ìàññèâ äëÿ îáðàùåíèÿ è â åùå îäèí áîëüøîé îäíîìåð-
íûé �äëÿ ñîðòèðîâêè. Îòñîðòèðîâàëè îäíîìåðíûé, äàëåå ïî íåìó áèíàð-
íûé ïîèñê. Â áèíàðíîì ïîèñêå êâàäðàò ñòîðîíû èç áîëüøîãî îäíîìåðíîãî
ìàññèâà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà êâàäðàò äëèíû ðåáðà. Äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ãðàôà ïðîâåðÿåì, ìîæíî ëè åãî ðàñêðàñèòü â 2 öâåòà, ñ ïîìîùüþ
ïîèñêà â ãëóáèíó. Åñëè ìîæíî, èäåì íàïðàâî â áèí. ïîèñêå, èíà÷å èäåì íà-
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ëåâî. Âîçâðàùàåì êîðåíü èç íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ, äåëåííûé åùå ïîïîëàì
O(n2 log n).
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Äåíü ÷åòâåðòûé (22.02.2010ã).
Êîíòåñò Ýëüäàðà Áîãäàíîâà è Àíäðåÿ Ëóöåíêî

Îá àâòîðàõ...

Ýëüäàð Áîãäàíîâ ðîäèëñÿ â 1988 ãîäó
â ã.Òáèëèñè. Çàêîí÷èë ãðóçèíñêèé íàó÷íî-
òåõíè÷åñêèé ëèöåé, çàíèìàëñÿ ïðîãðàììè-
ðîâàíèåì â ó÷åáíîì öåíòðå �Ìçèóðè�. Â
2009 ãîäó îêîí÷èë Òáèëèññêèé Ãîñóäàð-
ñòâåííûé Óíèâåðñèòåò ñî ñòåïåíüþ áàêà-
ëàâðà êîìïüþòåðíûõ íàóê. Íûíå ñòóäåíò
ïåðâîãî êóðñà ìàãèñòðàòóðû Ãðóçèíñêîãî
Óíèâåðñèòåòà èì. ñâ. Àíäðåÿ Ïåðâîçâàííî-
ãî.

Îñíîâíûå äîñòèæåíèÿ:

� ïðèçåð ðåñïóáëèêàíñêîé Îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî èíôîðìàòèêå
2005 ãîäà;

� òðåòèé ïðèçåð Îòêðûòîãî ÷åìïèîíàòà Ìîñêâû 2008 ãîäà, Êóáêà Âåêóà
2008 è Îòêðûòîãî ÷åìïèîíàòà Óêðàèíû 2007 è 2009 ãîäîâ;

�� âòîðîé ïðèçåð Îòêðûòîãî ÷åìïèîíàòà Þæíîãî Êàâêàçà 2007 ãîäà,
Îëèìïèàäû èì.Ëåáåäåâà è Ãëóøêîâà 2008 ãîäà è Çèìíåé Øêîëû ïî
ïðîãðàììèðîâàíèþ 2009 ãîäà;

� ÷åìïèîí Ãðóçèè, Þæíîãî Êàâêàçà è Óêðàèíû 2008 ãîäà;

� ïîëóôèíàëèñò Google Code Jam 2008 ãîäà;

� áðîíçîâûé ïðèç¼ð ôèíàëà ACM ICPC 2009 ãîäà.
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Àíäðåé Ëóöåíêî ðîäèëñÿ â 1988 ãî-
äó â ã. Òáèëèñè. Â 2009-îì ãîäó çàêîí÷èë
Òáèëèññêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò
ñî ñòåïåíüþ áàêàëàâðà êîìïüþòåðíûõ íà-
óê. Íûíå ñòóäåíò ïåðâîãî êóðñà ìàãèñòðà-
òóðû ÒÃÓ. Îñíîâíûå ïðîôåññèîíàëüíûå
èíòåðåñû: ïðîãðàììèðîâàíèå äëÿ ìîáèëü-
íûõ óñòðîéñòâ, ïðîåêòèðîâàíèå è ðàçðàáîò-
êà ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêèõ ñèñòåì ñ èñïîëü-
çîâàíèåì êëèåíò-ñåðâåðíûõ ÑÓÁÄ. Îáëà-
äàòåëü äèïëîìîâ ëè÷íîãî çà÷åòà ×åìïèî-
íàòà Þæíîãî Êàâêàçà 2007, 2008 è 2009 ãî-
äîâ, êîìàíäíîãî çà÷åòà Êóáêà Âåêóà 2007.
Õîááè: ãîðíûé âåëîñèïåäíûé ñïîðò, ôóòáîë.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ èãð.
Òåîðåìà Øïðàãà-Ãðàíäè

Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ èãð èçó÷àåò òàê íàçûâàåìûå êîìáèíàòîðíûå èã-
ðû. Îáû÷íî ïîä ýòèì òåðìèíîì ïîäðàçóìåâàþò èãðû, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� â èãðå ó÷àñòâóþò äâà èãðîêà;

�� îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïîçèöèé èãðû. Îáû÷íî òàêæå
çàäàåòñÿ íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ;

� ïðàâèëà èãðû óêàçûâàþò äëÿ îáîèõ èãðîêîâ è êàæäîé ïîçèöèè, â êà-
êèå ïîçèöèè ìîæíî èç íå¼ ïåðåéòè â ðåçóëüòàòå äîïóñòèìîãî õîäà;

� èãðîêè äåëàþò õîäû ïî î÷åðåäè;

� èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà ó èãðîêà, êîòîðîìó ïðåäñòîèò õîäèòü, íåò
äîïóñòèìûõ õîäîâ. Òîãäà îäèí èç èãðîêîâ îáúÿâëÿåòñÿ ïîáåäèòåëåì.
Ïðàâèëàìè èãðû ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî òàêîé ìîìåíò íàñòóïèò, êàê áû
íå èãðàëè ïðîòèâíèêè;

� îáà èãðîêà ðàñïîëàãàþò ïîëíîé èíôîðìàöèåé;

� â èãðå íå ïðèñóòñòâóåò ýëåìåíòà ñëó÷àéíîñòè.
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Êàê âèäèòå, áîëüøèíñòâî èç ïðèâû÷íûõ íàì èãð íå óäîâëåòâîðÿþò âñåì
óñëîâèÿì. Â êàðòî÷íûõ èãðàõ è èãðàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîñòåé ìíîãîå çà-
âèñèò îò ñëó÷àÿ. �Ìîðñêîé áîé� ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî èãðîêè ðàñïîëàãàþò íå
âñåé èíôîðìàöèåé, òî åñòü â äàííîì ñëó÷àå íå çíàþò ðàñïîëîæåíèÿ êîðàá-
ëåé ïðîòèâíèêà. Â êðåñòèêàõ-íîëèêàõ èãðà ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ íè÷üåé. Ñ
òîé æå ïðîáëåìîé ìû ñòàëêèâàåìñÿ â ñëó÷àå øàõìàò è øàøåê.

×òî æå òîãäà îòíîñèòñÿ ê êîìáèíàòîðíûì èãðàì? Ðàññìîòðèì íåñêîëü-
êî ïðèìåðîâ.
Íèì. Ó äâóõ èãðîêîâ èìååòñÿ íåñêîëüêî êó÷åê ñ êàìíÿìè. Îíè õîäÿò

ïî î÷åðåäè. Õîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âçÿòü ðîâíî èç îäíîé êó÷êè
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êàìíåé - íå ìåíüøå îäíîãî è íå áîëüøå êîëè÷åñòâà
êàìíåé â ýòîé êó÷êå. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà êàìíåé íè â îäíîé êó÷êå
áîëüøå íå îñòàåòñÿ. Ïîáåæäàåò òîò, êòî ïîñëåäíèì âçÿë êàìåíü.
Kayles. Åñòü íåñêîëüêî âûñòðîåííûõ â îäèí ðÿä êåãåëü. Äâà èãðîêà ïî

î÷åðåäè äåëàþò õîä, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñáèòü îäíó èëè äâå
ñîñåäíèå êåãëè. Âûèãðûâàåò ñáèâøèé ïîñëåäíþþ â èãðå êåãëþ.
Dawson's Kayles. Ýòà èãðà îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé òåì, ÷òî çà îäèí

õîä ñáèâàþò ðîâíî äâå êåãëè (òî åñòü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èãðà çàêàí÷è-
âàåòñÿ äàæå ïðè íàëè÷èè êåãåëü, åñëè îíè âñå ñòîÿò â îäèíî÷êó) è ÷òî
ïîñëåäíèé, ñäåëàâøèé õîä, ïðîèãðûâàåò.
Hackenbush. Â ýòîé èãðå íà ëèñòå áóìàãè íà-

ðèñîâàíî íåñêîëüêî êðèâûõ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ
ñîåäèíåíû êîíöàìè äðóã ñ äðóãîì èëè ñ �çåìëåé� -
îáû÷íî ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé â íèçó ëèñòà. Äâà
èãðîêà ïî î÷åðåäè ñòèðàþò êðèâûå ñ ëèñòà. Åñëè â
ðåçóëüòàòå ñòèðàíèÿ êàêèå-ëèáî êðèâûå ïîëíîñòüþ
òåðÿþò ñâÿçü ñ çåìëåé, îíè òîæå ñòèðàþòñÿ. Â ðàí-
íèõ âåðñèÿõ èãðû îáà èãðîêà ìîãëè ñòåðåòü ëþáûå
êðèâûå. Òàêèì îáðàçîì, èãðà çàêàí÷èâàëàñü, êîãäà
îò ðèñóíêà íè÷åãî íå îñòàâàëîñü. Ïîçäíåå, êðèâûå
ñäåëàëè ðàçíîöâåòíûìè. Â Blue-Red Hackenbush,
êðèâûå êðàñíîãî è ñèíåãî öâåòà, è îäèí èç èãðî-
êîâ ìîæåò ñòèðàòü òîëüêî êðàñíûå, à äðóãîé - òîëüêî ñèíèå êðèâûå. Èãðà
çàêàí÷èâàåòñÿ, åñëè ó èãðîêà, êîòîðîìó ïðåäñòîèò ñäåëàòü õîä, áîëüøå íåò
êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþùåãî öâåòà.

Êàæäóþ êîìáèíàòîðíóþ èãðó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îðèåíòèðîâàí-
íîãî àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà, â êîòîðîì âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ïîçèöèÿì â
èãðå, à ðåáðà - äîïóñòèìûì õîäàì. Ê ïðèìåðó, ãðàô äëÿ Kayles ñ òðåìÿ
êåãëÿìè âûãëÿäèò òàê (çäåñü ó÷òåíû èçîìîðôèçìû íåêîòîðûõ ïîçèöèé):
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P- è N -ïîçèöèè.
Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè èãðàõ îáà èãðîêà îáëàäàþò ïîëíîé

èíôîðìàöèåé, íåò ñëó÷àéíîñòåé è èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ ïîáåäîé îäíîãî èç
ïðîòèâíèêîâ, ïîçèöèè â èãðå ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå êàòåãîðèè: P -ïîçèöèè
(ñîêðàùåííî îò ñëîâà Previous - ïðåäûäóùèé), â êîòîðûõ ïðè îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè èãðó âûèãðûâàåò ñäåëàâøèé ïðåäûäóùèé õîä, è N -ïîçèöèè (îò
ñëîâà Next - ñëåäóþùèé), â êîòîðûõ ïîáåäèòåëåì äîëæåí ñòàòü èãðîê, êîòî-
ðîìó ïðåäñòîèò õîäèòü. Âîçíèêàåò âîïðîñ - êàê îïðåäåëèòü ñòàòóñ êàæäîé
ïîçèöèè è óïîìÿíóòóþ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ, òî åñòü êàêèå õîäû äå-
ëàòü, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî îäåðæàòü ïîáåäó?

Äàâàéòå ïðîâåäåì àíàëèç äëÿ ãðàôà, ñîñòàâëåííîãî äëÿ 3 êåãëü â
Kayles. Ïîçèöèÿ, â êîòîðîé êåãåëü óæå íå îñòàëîñü, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ
P -ïîçèöèåé. Ïîçèöèÿ ñ îäíîé èëè äâóìÿ ñîñåäíèìè êåãëÿìè ÿâëÿåòñÿ N -
ïîçèöèåé, ïîòîìó ÷òî èç íèõ îáåèõ ìîæíî ïåðåéòè â ïîçèöèþ áåç êåãåëü
è âûèãðàòü. Èç ïîçèöèè ñ äâóìÿ îòäåëüíî ñòîÿùèìè êåãëÿìè ìîæíî ïå-
ðåéòè òîëüêî â ïîçèöèþ ñ îäíîé êåãëåé, â êîòîðîé âûèãðûâàåò ñëåäóþùèé
èãðîê - ñëåäîâàòåëüíî, ýòî P -ïîçèöèÿ. È íàêîíåö èç ïîçèöèè ñ òðåìÿ êåã-
ëÿìè ìîæíî, ñáèâ ñðåäíþþ êåãëþ, ïåðåéòè â ïîçèöèþ ñ äâóìÿ îòäåëüíûìè
êåãëÿìè, ãäå ñëåäóþùèé èãðîê ïðîèãðûâàåò - çíà÷èò, ýòî N -ïîçèöèÿ. Òà-
êèì îáðàçîì, P - è N - ïîçèöèè ìîæíî îïðåäåëèòü ðåêóðñèâíî:

1. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîçèöèÿ (òî åñòü ïîçèöèÿ, èç êîòîðîé íåò äîïóñòèìûõ
õîäîâ) ÿâëÿåòñÿ P -ïîçèöèåé.

2. Íåêîíå÷íàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ P -ïîçèöèåé, åñëè âñå ïîçèöèè, â êîòî-
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ðûå ìîæíî èç íå¼ ïåðåéòè, ÿâëÿþòñÿ N -ïîçèöèÿìè.

3. Íåêîíå÷íàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ N -ïîçèöèåé, åñëè èç íå¼ ìîæíî ïåðåéòè
â õîòÿ áû îäíó P -ïîçèöèþ.

Òàê ìîæíî îïðåäåëèòü P - è N -ïîçèöèè äëÿ ëþáîé èãðû, â êîòîðîé äå-
ëàþùèé ïîñëåäíèé õîä ïîáåæäàåò. Åñëè æå äåëàþùèé ïîñëåäíèé õîä ïðî-
èãðûâàåò, òî âìåñòî ïóíêòà 1 ìû èìååì �âñå êîíå÷íûå ïîçèöèè ÿâëÿþòñÿ
N -ïîçèöèÿìè�.

Îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ íà îñíîâå ýòîé èíôîðìàöèè îïðåäåëèòü óæå íå
ñîñòàâëÿåò òðóäà: åñëè èãðîê íàõîäèòñÿ â N -ïîçèöèè, îí äîëæåí ñäåëàòü
õîä â ëþáóþ P -ïîçèöèþ è â èòîãå ãàðàíòèðîâàííî âûèãðàåò. Åñëè æå èãðîê
íàõîäèòñÿ â P -ïîçèöèè, òî åìó âñåãäà ïðèõîäèòñÿ ïåðåéòè â N -ïîçèöèþ, òà-
êèì îáðàçîì ïðè îïòèìàëüíîé èãðå ïðîòèâíèêà îí ïðîèãðàåò.

Â èãðàõ ñ íåáîëüøèì ãðàôîì êîíöåïöèåé P - è N -ïîçèöèé ìîæíî îãðà-
íè÷èòüñÿ, íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòîãî áûâàåò íåäîñòàòî÷íî. Íàïðèìåð, â
Kayles óæå ïðè 60 êåãëÿõ ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ìèëëèîíà íåèçîìîðôíûõ ïîçè-
öèé. Òåì íå ìåíåå, â áîëüøèíñòâå ýòèõ ïîçèöèé ïðèñóòñòâóþò íåçàâèñèìûå
êîìïîíåíòû: åñëè ïîçèöèÿ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ðÿäîâ êåãåëü, òî íè îäèí
õîä â äàëüíåéøåì íå ìîæåò ïîâëèÿòü îäíîâðåìåííî íà êàêèå-ëèáî äâà èç
ýòèõ ðÿäîâ. Çà ñ÷åò òàêèõ íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò è âîçìîæíî ïðîèçâîäèòü
àíàëèç íàìíîãî áîëåå ïðîäóêòèâíî, íî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàëîæèòü íà
èãðó äâà óñëîâèÿ.

1. Ðàâíîïðàâíîñòü. Âñïîìíèì ïðèâåäåííûå ðàíåå ïðèìåðû êîìáèíà-
òîðíûõ èãð. Ó Red-Blue Hackenbush áûëî îò îñòàëüíûõ èãð ñóùåñòâåí-
íîå îòëè÷èå: ìíîæåñòâà õîäîâ, äîñòóïíûå èãðîêàì â êîíêðåòíîé ïîçè-
öèè, ðàçëè÷àëèñü (òàê êàê îäèí ìîæåò ñòèðàòü òîëüêî ñèíèå, à âòîðîé
òîëüêî êðàñíûå êðèâûå). Èãðû, â êîòîðûõ õîòÿ áû äëÿ îäíîé ïîçèöèè
èãðîêàì äîçâîëåíû ðàçíûå õîäû, íàçûâàþòñÿ ïàðòèçàíñêèìè. Åñëè
äëÿ âñåõ ïîçèöèé âîçìîæíîñòè èãðîêîâ èäåíòè÷íû, èãðà íàçûâàåòñÿ
ðàâíîïðàâíîé. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàâíî-
ïðàâíûå èãðû.

2. Íîðìàëüíàÿ èãðà. Â èãðå Dawson's Kayles, â îòëè÷èè îò îñòàëüíûõ,
ïîáåäèòåëåì îáúÿâëÿåòñÿ íå ñäåëàâøèé ïîñëåäíèé õîä, à åãî ïðîòèâ-
íèê. Èãðû ñ òàêèì óñëîâèåì íàçûâàþòñÿ ìèçåðíûìè. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå èãðà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé. Àíàëèç ìèçåðíûõ èãð íà ïîðÿ-
äîê ñëîæíåå íîðìàëüíûõ è íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü òå æå ïðèåìû,
ïîýòîìó ìû îñòàíîâèìñÿ íà íîðìàëüíûõ èãðàõ.

Íèì. Òåîðåìà Áóòîíà.
Ðàññìîòðèì èãðó Íèì ïîâíèìàòåëüíåå. Êàê è äëÿ ëþáîé êîìáèíàòîðíîé
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èãðû, äëÿ ïîçèöèè â Íèì ìîæíî îïðåäåëèòü, âûèãðûøíàÿ îíà èëè ïðîèã-
ðûøíàÿ, àíàëèçèðóÿ âåñü ãðàô èãðû. Íî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà êàæäîé
êó÷êè ãðàô ðàçðàñòàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî, à ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà êó-
÷åê - âîîáùå ýêñïîíåíöèàëüíî. Ðåøåíèå, íå òðåáóþùåå ïîäîáíûõ âû÷èñëå-
íèé, áûëî îòêðûòî ×àðëüçîì Áóòîíîì åù¼ â 1901 ãîäó.

Îáîçíà÷èì ïîçèöèþ â Íèì ñ N êó÷êàìè, â i -îé èç êîòîðûõ xi êàìíåé,
÷åðåç (x1,x2,. . . ,xN). Íèì-ñóììîé äâóõ ÷èñåë A è B íàçîâåì ÷èñëî A⊕B,
ãäå ⊕ - îïåðàöèÿ ïîáèòîâîãî èñêëþ÷àþùåãî èëè. Òåîðåìà Áóòîíà â ýòèõ
îáîçíà÷åíèÿõ âûãëÿäèò òàê:

Ïîçèöèÿ (x1, x2, . . . , xN) â Íèì ÿâëÿåòñÿ P-ïîçèöèåé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íèì-ñóììà âñåõ xi ðàâíà íóëþ, ò.å. x1 ⊕ x2 ⊕ . . .⊕ xN = 0.

×òîáû äîêàçàòü ýòó òåîðåìó, ïîêàæåì, ÷òî âñå òðè óñëîâèÿ âûøåóêà-
çàííîãî îïðåäåëåíèÿ P- è N- ïîçèöèé âûïîëíÿþòñÿ:

1. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ P-ïîçèöèåé. Åäèíñòâåííàÿ êîíå÷-
íàÿ ïîçèöèÿ â Íèì - êîãäà âñå êó÷êè ïóñòûå, ñîîòâåòñòâåííî
x1 ⊕ x2 ⊕ . . .⊕ xN = 0⊕ 0⊕ . . .⊕ 0 = 0.

2. Íåêîíå÷íàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ P-ïîçèöèåé, åñëè âñå ïîçèöèè, â êîòî-
ðûå ìîæíî èç íå¼ ïåðåéòè, ÿâëÿþòñÿ N-ïîçèöèÿìè. Äîïóñòèì, ìû
èìååì ïîçèöèþ
(x1, x2, . . . , xN) è x1 ⊕ x2 ⊕ . . . ⊕ xN = 0. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè äî-
ïóñòèì, ÷òî ìû óìåíüøàåì ïåðâóþ êó÷êó äî ðàçìåðà x∗ < x1. Òîãäà
x∗⊕x2⊕. . .⊕xN 6= 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìååì x∗⊕x2⊕. . .⊕xN =
0 = x1 ⊕ x2 ⊕ . . .⊕ xN ⇔ x∗ = x1.

3. Íåêîíå÷íàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ N-ïîçèöèåé, åñëè èç íå¼ ìîæíî ïåðåé-
òè â õîòÿ áû îäíó P-ïîçèöèþ. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé õîä âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò. Íàéäåì â ÷èñëå S = x1⊕x2⊕ . . .⊕xN ñàìóþ ëåâóþ ïîçèöèþ ñ
åäèíèöåé. Èçìåíèì ëþáîå èç ÷èñåë xi, ó êîòîðîãî â ýòîé ïîçèöèè åäè-
íèöà, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå ïîçèöèè â íîâîé íèì-ñóììå ñîäåðæàëè
íóëè. Ýòî âñåãäà âîçìîæíî, òàê êàê äëÿ ýòîãî â òàêîì ÷èñëå äîëæíû
èçìåíèòüñÿ òîëüêî áèòû ïðàâåå âûáðàííîãî, à âûáðàííûé ñòàíîâèòñÿ
âìåñòî åäèíèöû íóëåì - ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî óìåíüøàåòñÿ.

Òåïåðü ìû óìååì áûñòðî îïðåäåëÿòü, ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ ïîçèöèÿ â Íèì P -
èëè N -ïîçèöèåé. Ïîêàæåì, ÷òî ê Íèì ìîæíî ñâåñòè ëþáóþ ðàâíîïðàâíóþ
íîðìàëüíóþ èãðó. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåñêîëüêî ïîíÿòèé è ñôîðìóëèðóåì
òåîðåìó Øïðàãà-Ãðàíäè.
Ñóììà èãð.
Çäåñü è äàëåå ïîä òåðìèíîì �èãðà� áóäåò èíîãäà ïîíèìàòüñÿ êîíêðåòíàÿ

ïîçèöèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé èãðå, à èíîãäà - èãðà âîîáùåì, òî åñòü è ïðà-
âèëà, å¼ îïðåäåëÿþùèå, è êîíêðåòíàÿ ïîçèöèÿ. Íàäåþñü, â êàæäîì ñëó÷àå
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áóäåò ïîíÿòíî, ÷òî èìåííî èìååòñÿ â âèäó.
Äîïóñòèì, ó íàñ åñòü äâå èãðû G1 è G2. Ñóììîé èãð G1 + G2 íàçîâåì

èãðó ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè. Íà êàæäîì õîäó, èãðîê âûáèðàåò îäíó
èç èãð è äåëàåò òàì õîä, îñòàâëÿÿ âòîðóþ èãðó íåòðîíóòîé. Èãðà ïðîäîë-
æàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà òîò, êîìó ïðåäñòîèò ñäåëàòü õîä, íå îêàæåòñÿ áåç
äîïóñòèìûõ âîçìîæíîñòåé â îáåèõ èãðàõ. Ôîðìàëüíî, åñëè G1 = (V1, E1)
è G2 = (V2, E2) - ñîîòâåòñòâóþùèå èãðàì ãðàôû, òî èõ ñóììà G = (V,E)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê:
V = V1 × V2,
E = {(ν1ν2, ω1ν2)|(ν1, ω1) ∈ E1} ∪ {(ν1ν2, ν1ω2)|(ν2, ω2) ∈ E2}.
Î÷åâèäíî, ÷òî Kayles â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ðÿäîâ êåãåëü ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê ñóììó èãð, â êàæäîé èç êîòîðûõ âñåãî îäèí íåïðåðûâíûé
ðÿä. Â Íèì êàæäóþ êó÷êó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòäåëüíóþ èãðó. Çà-
ìåòüòå, ÷òî èãðû, âõîäÿùèå â ñóììó, ìîãóò áûòü è ðàçíûìè: ìîæíî èìåòü
G1 = {ðÿä Kayles ñ 7-þ êåãëÿìè}, G2 = {êó÷êà Nim ñ 5-þ êàìíÿìè}.
Òåîðåìà Øïðàãà-Ãðàíäè.
Äëÿ íà÷àëà, ââåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç o(G) äëÿ ïîçèöèè G, ÿâëÿåòñÿ îíà P- èëè N-ïîçèöèåé.
Íàçîâåì äâå èãðû G è H ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè âåäóò ñåáÿ îäè-

íàêîâî â ëþáîé ñóììå èãð, òî åñòü äëÿ ëþáîé èãðû X âûïîëíÿåòñÿ
o(G+X)=o(H+X). Çàïèñûâàåòñÿ ýòî êàê G=H.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîé èãðû G è P -ïîçèöèè A âûïîëíÿ-
åòñÿ A+G=G. Äëÿ ýòîãî óäîñòîâåðèìñÿ, ÷òî o(G+H)=o(A+G+H). Åñëè
o(G+H)=P, òî ó âòîðîãî èãðîêà åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ è â èãðå G+H,
è â èãðå A, ñîîòâåòñòâåííî, îí ìîæåò çàêîí÷èòü ïîñëåäíèì â îáåèõ èç íèõ.
Åñëè æå o(G+H)=N, òî ïåðâûé èãðîê ìîæåò ñäåëàòü âûèãðûøíûé õîä â
G+H, ïîñëå ÷åãî âòîðîé èãðîê îêàæåòñÿ â àíàëîãè÷íîé ðàññìîòðåííîé äî
ýòîãî ñèòóàöèè.

Òàêæå ïîêàæåì, ÷òî o(G+G)=P äëÿ ëþáîé èãðû G. Çäåñü âñå ïðîñòî:
íà ëþáîé õîä â îäíîé êîïèè èãðû ïðîòèâíèê ìîæåò îòâåòèòü òî÷íî òàêèì
æå õîäîì âî âòîðîé, ÷òî â èòîãå ïðèâîäèò ê åãî ïîáåäå.

Èç äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè o(G+H)=P äëÿ íåêîòî-
ðûõ èãð G è H, òî G = G+(G+H) = (G+G)+H = H, òî åñòü èãðû G è H
ýêâèâàëåíòíû.

Îáîçíà÷èì èãðó èç îäíîé êó÷êè Íèì ðàçìåðà x ÷åðåç ∗x. Òàêæå îáî-
çíà÷èì ÷åðåç mex(S) íàèìåíüøåå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå
âõîäèò âî ìíîæåñòâî S. Òîãäà òåîðåìà Øïðàãà-Ãðàíäè âûãëÿäèò òàê:

Åñëè èç ïîçèöèè G ìîæíî ñ ïîìîùüþ äîïóñòèìîãî õîäà ïåðåéòè â
ïîçèöèè ∗a1,

∗a2, . . . ,
∗aN , òî G = ∗m, ãäå m = mex({a1, a2, . . . , aN}).

Êàê âèäèòå, òåîðåìà ãëàñèò, ÷òî ëþáàÿ èãðà ýêâèâàëåíòíà èãðå ñ îäíîé
êó÷êîé Íèì íåêîòîðîãî ðàçìåðà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
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÷òî G+ ∗m ÿâëÿåòñÿ P -ïîçèöèåé. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1. Ïåðâûé èãðîê äåëàåò õîä â èãðå G. Òîãäà ó íàñ îñòàåòñÿ èãðà ∗a + ∗m,
ãäå a ïðèíàäëåæèò {a1, a2, . . . , aN}. Â ñâîþ î÷åðåäü, m ýòîìó ìíîæå-
ñòâó íå ïðèíàäëåæèò, çíà÷èò m 6= a. Åñëè a > m, âòîðîé èãðîê ìîæåò
ïåðåéòè â ∗m + ∗m, à åñëè a<m, îí ìîæåò ïåðåéòè â ∗a + ∗a. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ, ìû èìååì P -ïîçèöèþ.

2. Ïåðâûé èãðîê äåëàåò õîä â ∗m. Òîãäà ìû èìååì G + ∗a ïðè a<m.
Òàê êàê m - íàèìåíüøåå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, íå âõîäÿùåå â
{a1, a2, . . . , aN}, îäíî èç ai ðàâíÿåòñÿ a è âòîðîé èãðîê ìîæåò ïåðåéòè
â ∗a+ ∗a, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ P -ïîçèöèåé.

×àñòî ââîäÿò ïîíÿòèå ôóíêöèè Ãðàíäè. Çíà÷åíèå ôóíêöèè Ãðàíäè F(G)
äëÿ äàííîé ïîçèöèè G ðàâíÿåòñÿ òàêîìó m, ÷òî G = ∗m.
Èòîãè.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ ðàâíîïðàâíàÿ íîðìàëüíàÿ èãðà

ýêâèâàëåíòíà êó÷êå Íèì íåêîòîðîãî ðàçìåðà è íàó÷èëèñü íàõîäèòü ýòîò
ðàçìåð. Ðàíåå áûëà ðàññìîòðåíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ èãðû Íèì.
Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòå ýòè äâà ìåòîäà ïðåäñòàâëÿþò ìîùíûé èíñòðóìåíò
äëÿ àíàëèçà êîìáèíàòîðíûõ èãð.

Íàïîñëåäîê ðàññìîòðèì îäèí ïðèìåð, ÷òîáû íàãëÿäíî ïîêàçàòü ïðèìå-
íåíèå ïðîéäåííîãî ìàòåðèàëà.

Äîïóñòèì, äâà èãðîêà èãðàþò â òàêóþ èãðó. Ó íèõ åñòü êó÷êà èç A êàì-
íåé, ðÿä èç B êåãåëü (â äàëüíåéøåì â èãðå ìîæåò âîçíèêíóòü íåñêîëüêî
êó÷åê è ðÿäîâ) è åù¼ íåêîòîðàÿ ðàâíîïðàâíàÿ èãðà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðûé ãðàô. Èãðîêè äåëàþò õîäû ïî î÷åðåäè. Õîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðîâíî îäíî èç ïåðå÷èñëåííûõ:

1. Âûáðàòü êàêóþ-ëèáî èç êó÷åê ñ êàìíÿìè è ðàçäåëèòü å¼ íà äâå íåïó-
ñòûå êó÷êè íåðàâíîãî ðàçìåðà.

2. Âûáðàòü êàêîé-ëèáî èç ðÿäîâ êåãåëü è ñáèòü â í¼ì ðîâíî äâå ñîñåäíèå
êåãëè.

3. Ñäåëàòü äîïóñòèìûé õîä â èãðå, çàäàííîé ãðàôîì.

Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà áîëüøå íåëüçÿ ñäåëàòü íè îäíîãî õîäà, è ñûã-
ðàâøèé ïîñëåäíèì îáúÿâëÿåòñÿ ïîáåäèòåëåì.

Ïîñìîòðèì, êàê îïðåäåëèòü äëÿ êîíêðåòíîé ïîçèöèè, ÿâëÿåòñÿ îíà P -
ïîçèöèåé èëè N -ïîçèöèåé. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïîñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
Ãðàíäè äëÿ êàæäîé èç èãð â îòäåëüíîñòè.

Äëÿ ïåðâîé èãðû ïðè A êàìíÿõ ôóíêöèÿ Ãðàíäè áóäåò èìåòü âèä:

F (A) =

{
mex(F (1)⊕ F (A− 1), F (2)⊕ F (A− 2), . . . , F (A/2− 1)⊕ F (A/2 + 1)) äëÿ A âèäà 2k
mex(F (1)⊕ F (A− 1), F (2)⊕ F (A− 2), . . . , F ((A− 1)/2)⊕ F ((A+ 1)/2)) äëÿ A âèäà 2k + 1.
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Äëÿ âòîðîé èãðû ïðè B êåãëÿõ ôóíêöèÿ Ãðàíäè áóäåò èìåòü âèä:

F (B) =

{
mex(F (B − 2), F (1)⊕ F (B − 3), . . . , F ((B − 2)/2)⊕ F ((B − 2)/2)) äëÿ B âèäà 2k
mex(F (B − 2), F (1)⊕ F (B − 3), . . . , F ((B − 3)/2)⊕ F ((B − 1)/2)) äëÿ B âèäà 2k + 1.

Ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ãðàíäè äëÿ îáîèõ èãð ìîæíî íà îñíîâå
äàííûõ âûðàæåíèé çà âðåìÿ O(A2) è O(B2) ñîîòâåòñòâåííî. ×òî êàñàåò-
ñÿ ãðàôà, çíà÷åíèÿ äëÿ åãî âåðøèí ìîæíî âû÷èñëèòü ðåêóðñèâíî çà âðåìÿ
O(M), ãäå M - êîëè÷åñòâî ðåáåð â ãðàôå. Òàê êàê ðåáðà ãðàôà ñîîòâåòñòâó-
þò äîïóñòèìûì õîäàì, çíà÷åíèå äëÿ êàæäîé âåðøèíû áóäåò íàèìåíüøèì
çíà÷åíèåì, êîòîðîå íå ïðèñóòñòâóåò ñðåäè äåòåé ýòîé âåðøèíû.

Êîíêðåòíî, åñëè A=5, B=6 è ãðàô G âûãëÿäèò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå
íèæå, ìû ïîëó÷àåì F(A)=2, F(B)=3 è F(G)=1. Òàê êàê F (A) ⊕ F (B) ⊕
F (G) = 2⊕ 3⊕ 1 = 0, ýòî P -ïîçèöèÿ.

Çàäà÷è è ðàçáîðû

Çàäà÷à A. Akhmed

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: a.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: a.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Àõìåä � òåððîðèñò-êàìèêàäçå, è çàâòðà ó íåãî ïåðâîå çàäàíèå. Êàê èç-
âåñòíî, ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ íà òîì ñâåòå Àõìåäà áóäåò îæèäàòü
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íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî äåâñòâåííèö. Èõ òî÷íîå êîëè÷åñòâî çàâèñèò îò âåëè-
÷èíû íàíåñåííîãî èì óðîíà.

Àõìåäó ïðåäñòîèò îòïðàâèòüñÿ â çîíó ñ N îáúåêòàìè, î êîòîðûõ îí
ðàñïîëàãàåò ñëåäóþùåé èíôîðìàöèåé: i-ûé èç îáúåêòîâ èìååò ôîðìó êðóãà
ñ ðàäèóñîì R è öåíòðîì â òî÷êå (Xi, Yi), à çà åãî óíè÷òîæåíèå ïîëàãàåòñÿ
Wi äåâñòâåííèö. Â óêàçàííîé çîíå Àõìåä ìîæåò äîáðàòüñÿ äî ëþáîé òî÷êè
ïëîñêîñòè, ïîñëå ÷åãî îí äîëæåí âçîðâàòü áîìáó. Âñå îáúåêòû, ïîëíîñòüþ
ïîïàâøèå â ðàäèóñ å¼ äåéñòâèÿ, áóäóò óíè÷òîæåíû.

Àõìåä æåëàåò, ÷òîáû â ðàþ åãî âñòðåòèëè ïî êðàéíåé ìåðå K êðàñà-
âèö. Òåïåðü åãî çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîäîáðàòü áîìáó äëÿ âûïîëíåíèÿ ñâîåãî
çàäàíèÿ. Êîíòîðà ëèøíèìè ñðåäñòâàìè íå ðàñïîëàãàåò, ïîýòîìó íà ñêëàäå
åìó âûäàäóò áîìáó ñ íàèìåíüøèì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ, äîñòàòî÷íûì äëÿ
èñïîëíåíèÿ åãî çàìûñëà. Íàéäèòå ýòîò ðàäèóñ èëè îïðåäåëèòå, ÷òî ýòî
íåâîçìîæíî.

Îãðàíè÷åíèÿ

1 ≤ N ≤ 100,
1 ≤ K ≤ 111,
1 ≤ R ≤ 1 000,
−1 000 ≤ Xi, Yi ≤ 1 000.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíûõ äàííûõ ñîäåðæèò ÷èñëàN ,R èK. Äàëåå ñëåäóåò
N ñòðîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïî òðè ÷èñëà � Xi, Yi è Wi.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ äåéñòâèÿ áîìáû, ïîçâîëÿþùåé Àõìåäó
âîïëîòèòü â æèçíü ñâîè íàìåðåíèÿ. Åñëè ýòî íåâîçìîæíî, âûâåäèòå −1.
Âàø îòâåò íå äîëæåí îòëè÷àòüñÿ îò ñóäåéñêîãî áîëåå ÷åì íà 1e− 5.

Ïðèìåð

a.in a.out
3 1 5
0 2 2
-2 0 2
0 -2 2

3.000000
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Ðàçáîð çàäà÷è A. Akhmed

Äëÿ íà÷àëà, èçáàâèìñÿ îò ëèøíèõ ïîäðîáíîñòåé è ïåðåôðàçèðóåì çàäà-
÷ó: äàíî N êðóãîâ ðàâíîãî ðàäèóñà ðàçëè÷íîé öåííîñòè. Òðåáóåòñÿ îïðå-
äåëèòü ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ êðóãà, êîòîðûì ìîæíî ïîëíîñòüþ ïîêðûòü
ïîäìíîæåñòâî çàäàííûõ êðóãîâ ñ ñóììàðíîé öåííîñòüþ íå ìåíåå K.

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà ñóììà öåííîñòåé âñåõ îáúåêòîâ
ìåíüøåK, ñîîòâåòñòâåííî îòâåò -1, èëè æå ñóùåñòâóåò îáúåêò ñ öåííîñòüþ,
áîëüøå èëè ðàâíîé K, êîãäà îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ îáúåêòà. Òåïåðü ïå-
ðåéä¼ì ê îáùåìó ðåøåíèþ.

Ïåðâûì äåëîì çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ òî÷êà X íàõîäèòñÿ âíóòðè
êðóãà ñ ðàäèóñîì r, òî êîíöåíòðè÷åñêèé êðóã ðàäèóñà r + R áóäåò ñîäåð-
æàòü ëþáóþ òî÷êó, îòäàëåííóþ îò X íà ðàññòîÿíèå íå áîëåå R. Ïîýòîìó
êðóãè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷êè. Åñëè ïðè ýòîì íàéòè êðóã, ñîäåð-
æàùèé ìíîæåñòâî òî÷åê ñ ñóììàðíîé öåííîñòüþ áîëüøåé èëè ðàâíîéK, òî
êîíöåíòðè÷åñêèé êðóã ñ ðàäèóñîì, áîëüøèì íà R, áóäåò îäíèì èç ðåøåíèé
èñõîäíîé çàäà÷è.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïå-
ðåáðàòü èñêîìûé ðàäèóñ áèíàðíûì ïîèñêîì. Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê åñëè
ñóùåñòâóåò êðóã ðàäèóñà R1, îõâàòûâàþùèé íåîáõîäèìîå ìíîæåñòâî òî-
÷åê, òî, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò êðóã ñ ðàäèóñîì R2 áîëüøèì R1 ñ òàêèì æå
ñâîéñòâîì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè êðóã ñîäåðæèò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
òî÷åê, òî åãî öåíòð âñåãäà ìîæíî ñäâèíóòü òàê, ÷òîáû îí ñîäåðæàë ðîâíî
òî æå ìíîæåñòâî òî÷åê, íî ïðè ýòîì ïðîõîäèë ÷åðåç õîòÿ áû äâå èç íèõ.
Èñïîëüçóåì ýòîò ôàêò äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè êðóã ñ çà-
äàííûì ðàäèóñîì, îõâàòûâàþùèé íóæíîå íàì ìíîæåñòâî òî÷åê: ïîñòðîèì
âñå âîçìîæíûå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç êàæäóþ ïàðó òî÷åê. Åñëè
èñêîìûé êðóã ñóùåñòâóåò, òî åãî ñäâèãîì ìû îáÿçàòåëüíî ïîëó÷èì îäíó èç
ïîñòðîåííûõ ôèãóð. Îñòà¼òñÿ äëÿ êàæäîãî êðóãà ïðîâåðèòü, êàêèå òî÷êè
â íåãî âõîäÿò è ïîñ÷èòàòü èõ ñóììàðíóþ öåííîñòü.

Ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü çàäàííîãî
ðàäèóñà r, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äàííóþ
ïàðó òî÷åê A è B, ìîæíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Íàéä¼ì ðàññòîÿíèå d ìåæäó
A è B. Åñëè d > 2 ∗ r, òî îêðóæíîñòü
ïîñòðîèòü íåâîçìîæíî. Åñëè d = 2 ∗ r,
òî ìû ïîëó÷èì îäíó îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì â ñåðåäèíå îòðåçêà AB. Â ñëó÷àå
d < 2 ∗ r, ìîæíî ïîñòðîèòü äâå îêðóæ-
íîñòè. Îáîçíà÷èì öåíòð îòðåçêà AB ÷å-
ðåç X. Îòðåçîê PO, ñîåäèíÿþùèé öåí-
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òðû îêðóæíîñòåé, äîëæåí áûòü ïåðïåíäèêóëÿðåí ê AB è ïåðåñåêàòü åãî â
òî÷êå X. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàéòè öåíòð O îäíîé èç îêðóæíîñòåé ïî-
ñðåäñòâîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà òî÷êè X ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà PO
(êîòîðûé ëåãêî íàéòè, êàê ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðó AB) íà ðàññòîÿíèå

XO, êîòîðîå èç òðåóãîëüíèêà AXO ðàâíÿåòñÿ
√
AO2 − AX2 =

√
r2 − (d2)2.

Àíàëîãè÷íî, öåíòð P âòîðîé îêðæíîñòè ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè íà òî æå ðàññòîÿíèå.

Â öåëîì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò (log(maxdist) ∗ N 3), ãäå
maxdist - ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, O(log(maxdist)) ñî-
îòâåòñòâåííî âðåìÿ, òðåáóåìîå íà ïåðåáîð îïòèìàëüíîãî ðàäèóñà, O(N 2)
- êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âñå ïàðû çàäàííûõ òî÷åê, à
ïîñëåäíåå O(N) - ñëîæíîñòü ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê ê ïîñòðîåí-
íîé îêðóæíîñòè.

Åñòü òàêæå äðóãîé ïîõîä ê ýòîé çàäà÷å, îñíîâûâàþùèéñÿ íà íàáëþäå-
íèè, ÷òî îïòèìàëüíûé êðóã îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé:

1. Êðóã ïðîõîäèò ÷åðåç äâå, äèàìåòðàëüíî ðàñïîëîæåííûå òî÷êè èç çà-
äàííîãî ìíîæåñòâà.

2. Êðóã ïðîõîäèò ÷åðåç êàêèå-ëèáî òðè òî÷êè èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, íàì òðåáóåòñÿ ïåðåáðàòü âñå ïàðû òî÷åê è ñòðîèòü íà
íèõ îêðóæíîñòè êàê íà êîíöàõ äèàìåòðà, è ïåðåáðàòü âñå òðîéêè òî÷åê è
ñòðîèòü îêðóæíîñòè, ÷åðåç íèõ ïðîõîäÿùèå.

Â ïåðâîì ñëó÷àå öåíòðîì îêðóæíîñòè áóäåò öåíòð îòðåçêà, ñîåäèíÿþ-
ùåãî ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó òî÷åê, à å¼ ðàäèóñîì - ïîëîâèíà ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Íàçî-
â¼ì âûáðàííûå òðè òî÷êè A, B è C.
Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ -
ýòî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ âîêðóã òðå-
óãîëüíèêàABC. Êàê èçâåñòíî, öåíòðîì
òàêîé îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ.
Ðàäèóñîì æå áóäåò ðàññòîÿíèå îò öåí-
òðà äî ëþáîé èç òî÷åê A,B,C.

Â ñóììå êîëè÷åñòâî êðóãîâ O(N 3),
à ïîñëå ïîñòðîåíèÿ êàæäîãî òðåáóåò-
ñÿ ïðîâåðèòü êàæäóþ òî÷êó íà ïðèíàä-
ëåæíîñòü ýòîìó êðóãó, ÷òî äà¼ò èòîãî-
âóþ ñëîæíîñòü O(N 4).
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Çàäà÷à B. Shift

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: b.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: b.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Çàäàíû N ñòðîê. Âàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ñòåðåòü ïåðâûå K1 ñèìâîëîâ
â ïåðâîé ñòðîêå, ïåðâûå K2 ñèìâîëîâ âî âòîðîé è òàê äàëåå, òî åñòü ïåð-
âûå Ki ñèìâîëîâ â êàæäîé i-îé ñòðîêå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷åííûå â
ðåçóëüòàòå ñòðîêè èìåëè êàê ìîæíî áîëåå äëèííûé îáùèé ïðåôèêñ. Åñëè
åñòü íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ki, íàéäèòå ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè ìèíèìàëüíóþ.

Îãðàíè÷åíèÿ

1 ≤ N ≤ 10.
Ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ñòðîê íå ïðåâîñõîäèò 100 000. Ñòðîêè ñîäåðæàò

òîëüêî çàãëàâíûå ëàòèíñêèå áóêâû. Ó çàäàííûõ ñòðîê áóäåò õîòÿ áû îäèí
îáùèé ñèìâîë.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî ñòðîê N . Äàëåå
ñëåäóåò N çàäàííûõ ñòðîê.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âûâåäèòå ìàêñèìàëüíóþ äëèíó îáùåãî ïðåôèêñà ñòðîê,
ïîëó÷àþùèõñÿ èç çàäàííûõ ïîñðåäñòâîì ñòèðàíèÿ èõ íà÷àëüíûõ ñèìâîëîâ.
Äàëåå âûâåäèòå ÷èñëà K1, K2, . . . , KN , êàæäîå íà îòäåëüíîé ñòðîêå:

Ïðèìåðû

b.in b.out
3
ABCACCBCACCBC
CCCBCCBABACCBC
BCCBCBCAACCB

4
3
9
8
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Ïîÿñíåíèå

Ñòåðòûå ñèìâîëû âûäåëåíû íàêëîííûì, à îáùèé ïðåôèêñ � æèðíûì
øðèôòîì.

ABCACCBCACCBC
CCCBCCBABACCBC
BCCBCBCAACCB

Ðàçáîð çàäà÷è B. Shift

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîä �îáùèì ïðåôèêñîì ïîñëå ñòèðàíèé� ñêðûâàåòñÿ
ïðîñòî-íàïðîñòî îáùàÿ ïîäñòðîêà äàííûõ ñòðîê. Íàéä¼ì å¼ ìàêñèìàëüíóþ
âîçìîæíóþ äëèíó. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî L, åñëè ñòðî-
êè èìåþò îáùóþ ïîäñòðîêó äëèíû L, òî ó íèõ íàéäóòñÿ è îáùèå ïîäñòðîêè
äëèíû 1, 2, . . . , L− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû ñìîæåì äîñòàòî÷íî áûñòðî
îòâå÷àòü íà çàïðîñû âèäà �èìåþò ëè äàííûå ñòðîêè îáùóþ ïîäñòðîêó äëè-
íû L?�, ìàêñèìàëüíîå óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ L ìîæíî ïåðåáðàòü
áèíàðíûì ïîèñêîì.

Îáðàáàòûâàòü çàïðîñû äëÿ ôèêñèðîâàííîãî L ìîæíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Äëÿ êàæäîé ñòðîêè, ïîëó÷èì õåø-çíà÷åíèÿ âñåõ å¼ ïîäñòðîê äëèíû
L. Âîçüì¼ì õåø-ôóíêöèþ âèäà:

H(S) = (AL−1 ∗ S[0] + AL−2 ∗ S[1] + . . .+ A0 ∗ S[L− 1])modM,

ãäå S - íåêàÿ ñòðîêà äëèíû L, èíäåêñèðîâàííàÿ, íà÷èíàÿ ñ 0, à A è M -
íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â òàêîì ñëó÷àå õåø-çíà÷åíèå äëÿ êàæäîé ñëåäóþùåé
ïîäñòðîêè â äàííîé ñòðîêå ìîæíî âû÷èñëÿòü çà âðåìÿ O(1) ïî ôîðìóëå:

H(NEXT ) = ((H(CUR)− (AL−1 ∗ CUR[0])modM) ∗ A+NEXT [L− 1])modM,

ãäå CUR - ïîäñòðîêà, äëÿ êîòîðîé õåø óæå ïîñ÷èòàí, à NEXT - ïîäñòðîêà
òîé æå äëèíû, íà÷èíàþùàÿñÿ â ñòðîêå íà îäíó ïîçèöèþ ïðàâåå, ÷åì CUR.

Äàæå ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ A è M ìîãóò ïðîèñõîäèòü
êîëëèçèè, òî åñòü çíà÷åíèÿ õåø-ôóíêöèè ìîãóò ñîâïàñòü äëÿ ðàçíûõ ñòðîê.
Çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü ýòîãî ÿâëåíèÿ ìîæíî, âû÷èñëÿÿ äëÿ
êàæäîé ïîäñòðîêè çíà÷åíèÿ äâóõ ðàçíûõ õåø-ôóíêöèé.

Ïîëó÷èâ äëÿ êàæäîé ñòðîêè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé õåø-ôóíêöèè, íàì
îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ïåðåñå÷åíèå U ýòèõ ìíî-
æåñòâ. Åñëè îíî íåïóñòîå, ó äàííûõ ñòðîê åñòü õîòÿ áû îäíà îáùàÿ

Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.

141



Äåíü Ýëüäàðà Áîãäàíîâà è Àíäðåÿ Ëóöåíêî

ïîäñòðîêà ñîîòâåòñòâóþùåé äëèíû. Ïîäîáíóþ ïðîâåðêó ìîæíî ñîâåð-
øèòü ñ ïîìîùüþ ñîðòèðîâêè èëè áàëàíñèðîâàííûõ äåðåâüåâ çà âðåìÿ
O(LEN ∗ log(LEN)), ãäå LEN - ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ñòðîê.

Èòàê, ìû ìîæåì íàéòè ìàêñèìàëüíóþ äëèíó Lmax îáùåé ïîäñòðîêè çà
âðåìÿ O(log(LENN )∗LEN∗log(LEN)), ãäå ïåðâûé ìíîæèòåëü ñîîòâåòñòâóåò
âðåìåíè, òðåáóåìîì äëÿ áèíàðíîãî ïîèñêà. Ñòîëüêî îïåðàöèé ïîòðåáóåòñÿ
â õóäøåì ñëó÷àå, êîãäà âñå ñòðîêè ðàâíîé äëèíû LEN

N .
Íàéòè ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïåðâûé ñïèñîê ïîçèöèé, ñ êîòîðûõ íà÷èíà-

åòñÿ îáùàÿ ïîäñòðîêà äëèíû Lmax, ìîæíî ñ ïîìîùüþ òîãî ñàìîãî ïå-
ðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ. Íàì òðåáóåòñÿ íàéòè â ïåðâîé ñòðîêå ìèíèìàëüíóþ
ïîçèöèþ, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ïîäñòðîêà äëèíû Lmax ñ êàêèì-ëèáî õåø-
çíà÷åíèåì èç U . Ïîñëå ýòîãî â êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ ñòðîê íàäî íàéòè
ìèíèìàëüíóþ ïîçèöèþ, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ïîäñòðîêà äëèíû Lmax ñ
òåì æå õåøåì. Âñ¼ ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà âðåìÿ O(LEN ∗ log(LENN )), åñëè
õðàíèòü U â âèäå óïîðÿäî÷åííîãî ìàññèâà èëè áàëàíñèðîâàííîãî äåðåâà:
äëèíà ïåðâîé ñòðîêè íå ïðåâîñõîäèò LEN , à êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â U
íå ìîæåò áûòü áîëüøå äëèíû ñàìîé êîðîòêîé ñòðîêè, êîòîðàÿ â õóäøåì
ñëó÷àå ðàâíà LEN

N .
Èòîãîâàÿ ñëîæíîñòü àëãîðòìà ñîñòàâëÿåò:

O(log LEN
N ) ∗ LEN ∗ log(LEN)).

Çàäà÷à C. Multi

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: c.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: c.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ðàçëîæåíèåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëàN íà ìíîæèòåëè íàçûâàåòñÿ åãî ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîãî èëè áîëåå öåëûõ ÷èñåë, êàæäîå èç
êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû. Äâà ðàçëîæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè
îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ïåðåñòàíîâêîé ìíîæèòåëåé. Äëÿ äàííîãî N ,
ïîñ÷èòàéòå êîëè÷åñòâî åãî ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèé íà ìíîæèòåëè.

Îãðàíè÷åíèÿ

2 ≤ N ≤ 1011.
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Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò ÷èñëî N .

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèé N íà ìíîæèòåëè.

Ïðèìåðû

c.in c.out
12 4

Ïîÿñíåíèå

12 = 12 = 2 · 6 = 3 · 4 = 2 · 2 · 3.

Ðàçáîð çàäà÷è C. Multi

Çàáóäåì íà ïåðâûõ ïîðàõ î âåëè÷èíå ÷èñëà N è ïîïûòàåìñÿ ñ÷èòàòü îò-
âåò çàäà÷è ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì êî-
ëè÷åñòâî ðàçëîæåíèé ÷èñëà i íà ìíîæèòåëè, íàèáîëüøèé ñðåäè êîòîðûõ
ðàâåí j, ÷åðåç WAY S(i, j). Åñëè äîïóñòèòü WAY S(1, 1) = 1, áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

WAY S(i, j) =

{
WAY S( i

j
, 1) +WAY S( i

j
, 2) + . . .+WAY S( i

j
, j), åñëè j äåëèò i

0, åñëè j íå äåëèò i.

Åñëè íàì óäàñòñÿ ïîñ÷èòàòü WAY S(N,K) äëÿ âñåõ K = 1 . . . N , òî èõ
ñóììà è áóäåò îòâåòîì.

Çàìåòèì, ÷òî ó N ïðè äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ â õóäøåì ñëó÷àå áóäåò ÷óòü
áîëåå 4000 äåëèòåëåé. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷åðåç D. Î÷åâèä-
íî, ÷òî íàì èíòåðåñíû ëèøü òå çíà÷åíèÿ WAY S(i, j), ãäå i è j îáà äåëÿò
N . Ñîîòâåòñòâåííî, êîëè÷åñòâî èíòåðåñóþùèõ íàñ çíà÷åíèé ïîíèçèëîñü äî
O(D2). Íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ âñ¼ åù¼ òðåáóåòñÿ O(D) îïå-
ðàöèé. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ýòîãî ëèøíåãî O(D), íåìíîãî èçìåíèì îïðå-
äåëåíèå WAY S(i, j) - ïóñòü ýòî áóäåò êîëè÷åñòâî ðàçëîæåíèé i íà ìíî-
æèòåëè, íàèáîëüøèé èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò j. Òîãäà âûøåóêàçàííîå
ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàíåò äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ çíà÷åíèé i è j â ñëåäóþùåì
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âèäå:

WAY S(i, j) =

{
WAY S(i, last_j) +WAY S( ij , j), åñëè j äåëèò i

WAY S(i, last_j), åñëè j íå äåëèò i.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñïîñîá ñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ WAY S(i, j) çà
âðåìÿ O(1), à âñåãî òàêèõ çíà÷åíèé O(D2). Òåì íå ìåíåå, òàê êàê ýòè çíà÷å-
íèÿ íåïîñëåäîâàòåëüíû, äëÿ îáðàùåíèÿ ê íèì òÿæåëî îáîéòèñü áåç ñáàëàí-
ñèðîâàííûõ äåðåâüåâ èëè áèíàðíîãî ïîèñêà, ÷òî ïîâûñèò ñëîæíîñòü ýòîãî
ôðàãìåíòà àëãîðèòìà ìèíèìóì â O(log(D)) ðàç.

Èçáåæàòü ýòîãî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîíóìå-
ðóåì âñå äåëèòåëè N â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ïóñòü NUM(i) áóäåò i-ûé
ïî âîçðàñòàíèþ äåëèòåëü. WAY S(i, j) òåïåðü áóäåò ñîîòâåòñâîâàòü êîëè-
÷åñòâó ðàçëîæåíèé ÷èñëà NUM(i) ñ íàèáîëüøèì ìíîæèòåëåì, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèì NUM(j). Ïðè âû÷èñëåíèè WAY S(i, j) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî i â

ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ j íåÿñíî, êàêîé èíäåêñ áóäåò ó ÷èñëà NUM(i)
NUM(j) , íî çà-

òî èçâåñòíî, ÷òî îí áóäåò îáÿçàòåëüíî ìåíüøå, ÷åì èíäåêñ ëþáîãî ÷èñëà
NUM(i)
NUM(k) ïðè k < j. Ñîîòâåòñòâåííî, çàïîìèíàÿ èíäåêñ íàéäåííîãî ÷èñëà,

íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè j íàì íóæíî ïðîâåðÿòü NUM -û, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî
èíäåêñà, ÷òî â ñóììå äëÿ êàæäîãî i äàñò O(D).

Èòîãîâàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà áóäåò O(
√
N +D2), ãäå O(

√
N) - âðåìÿ,

íóæíîå íà ïîèñê äåëèòåëåé N .

Çàäà÷à D. Pasture

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: d.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: d.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ó ôåðìåðà Ãèîðãèÿ åñòü ïàñòáèùå ïðÿìîóãîëü-
íîé ôîðìû. Ïàðàëëåëüíî ãðàíèöàì ïàñòáèùà ïðî-
âåäåíû ëèíèè, äåëÿùèå åãî íà N × M ðàâíûõ
ó÷àñòêîâ. Êàæäûé èç ó÷àñòêîâ èëè çàïîëíåí òðà-
âîé, èëè ÿâëÿåòñÿ ïóñòûðåì (Ãèîðãèé ïðèìåíÿåò
ê ðàçíûì ó÷àñòêàì ðàçíóþ ñòðàòåãèþ óõîäà çà
ïî÷âîé). Òàêæå ó ôåðìåðà Ãèîðãèÿ åñòü K êîðîâ.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îí ëþáèò èõ âñåõ îäèíàêîâî,
îíè ñëèøêîì ðåâíóþò äðóã ê äðóãó è íå ìîãóò ïàñòèñü âìåñòå. Ïîýòîìó
Ãèîðãèé ðåøèë âûäåëèòü êàæäîé êîðîâå êàêóþ-òî ÷àñòü ïàñòáèùà è îãî-
ðîäèòü å¼. Äåëèòü ïàñòáèùå îí õî÷åò ñîãëàñíî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

144 Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.



Äåíü Ýëüäàðà Áîãäàíîâà è Àíäðåÿ Ëóöåíêî

1) Êàæäîé èç êîðîâ äîëæåí äîñòàòüñÿ õîòÿ áû îäèí ó÷àñòîê.
2) Äëÿ êàæäîé êîðîâû, âñå äîñòàâøèåñÿ åé ó÷àñòêè äîëæíû áûòü äî-

ñòèæèìû äðóã èç äðóãà íàïðÿìóþ èëè ïîñðåäñòâîì äðóãèõ ó÷àñòêîâ ýòîé
êîðîâû. Ïàðà ó÷àñòêîâ íàïðÿìóþ äîñòèæèìà äðóã èç äðóãà, åñëè îíè èìå-
þò îáùóþ ñòîðîíó.

3) Êàæäûé ó÷àñòîê ïàñòáèùà äîëæåí äîñòàòüñÿ ðîâíî îäíîé êîðîâå.
4) Ðàçíèöà ìåæäó ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì çàïîëíåííûõ òðàâîé

ó÷àñòêîâ, äîñòàâøèõñÿ êàêîé-ëèáî êîðîâå, è ìèíèìàëüíûì, äîëæíà áûòü
ìèíèìàëüíîé âîçìîæíîé ñðåäè âñåõ óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðâûì òðåì óñëî-
âèÿì äåëåíèé ïàñòáèùà.

Íàéäèòå äåëåíèå ïàñòáèùà, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì óñëîâèÿì.

Îãðàíè÷åíèÿ

2 ≤ N , M ≤ 50,
2 ≤ K ≤MIN(10, N ·M).

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíûõ äàííûõ ñîäåðæèò ÷èñëà N , M è K. Äàëåå ñëå-
äóåò N ñòðîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò M ñèìâîëîâ � îïèñàíèå ïàñò-
áèùà. Ó÷àñòêè-ïóñòûðè ïîìå÷åíû ñèìâîëîì '.', à ó÷àñòêè ñ òðàâîé � ñèì-
âîëîì 'X'.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå N ñòðîê, ïî M öèôð íà êàæäîé. j-àÿ öèôðà â i-îé ñòðîêå
îáîçíà÷àåò íîìåð êîðîâû (íà÷èíàÿ ñ íóëÿ), êîòîðîé äîñòàíåòñÿ ó÷àñòîê
(i, j).

Ïðèìåðû

d.in d.out
4 5 3
..X.X
X.XX.
XX...
X.X.X

02222
02122
00121
00111
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Ðàçáîð çàäà÷è D. Pasture

Îïðåäåëèì, ñêîëüêî ó÷àñòêîâ ñ òðàâîé äîñòàíåòñÿ êàæäîé êîðîâå. Ïóñòü
âñåãî ïëîäîðîäíûõ ó÷àñòêîâ P . Î÷åâèäíî, ÷òî ñàìûé ëó÷øèé âàðèàíò äå-
ëåíèÿ ó÷àñòêîâ òàêîé, ÷òîáû (P mod K) êîðîâàì äîñòàëñÿ íà îäèí ïëîäî-
ðîäíûé ó÷àñòîê áîëüøå ÷åì îñòàëüíûì, à èìåííî (PK +1) ó÷àñòîê. Îñòàëü-

íûì (K−P mod K) êîðîâàì äîñòàíåòñÿ P
K ó÷àñòêîâ. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå

äåëåíèå âñåãäà äîñòèæèìî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî àëãîðèòìà.
Ïðîéäåì ïî ïîëþ â âåðõíåì ðÿäó ñëåâà íàïðàâî è ïðîíóìåðóåì ïîñåùà-

åìûå ó÷àñòêè, çàòåì ñïóñòèìñÿ â ñëåäóþùèé ðÿä è ïðîéäåì ñïðàâà íàëåâî,
ñíîâà ñïóñòèìñÿ, ïîéäåì íàïðàâî è òàê äàëåå.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèòå, ÷òî âñå ïðîíóìåðîâàííûå ó÷àñòêè ðàñïîëîæåíû
â îäíó ëèíèþ ïî âîçðàñòàíèþ íîìåðà. Åñëè ïîäåëèòü ýòó ëèíèþ íà K îò-
ðåçêîâ è îòäàòü êàæäîé êîðîâå ïî îäíîìó, òî ñîîòâåòñòâóþùåå äåëåíèå
íà èñõîäíîì ïîëå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ïåðâûì òðåì òðåáîâàíèÿì óñëîâèÿ.
Îñòàëîñü âûïîëíèòü ÷åòâåðòîå, äëÿ ÷åãî ñãîäèòñÿ æàäíûé àëãîðèòì: ïðà-
âûé êîíåö ïåðâîãî îòðåçêà äâèãàòü âïðàâî äî òåõ ïîð, ïîêà îí íå áóäåò
ñîäåðæàòü P

K (èëè (PK + 1)) ó÷àñòêîâ ñ òðàâîé. Ñëåäóþùèé îòðåçîê ñíîâà

áóäåì ïîñòåïåííî ðàñøèðÿòü âïðàâî, ïîêà íå ïîëó÷èì õîòÿ áû P
K ïëîäî-

òâîðíûõ ó÷àñòêîâ, è òàê äàëåå. Çäåñü íóæíî áûòü îñòîðîæíûì ñî ñëó÷àÿ-
ìè, êîãäà P

K = 0.
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Çàäà÷à E. MST Game

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: e.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: e.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà G := (V,E), ãäå V - ìíîæå-
ñòâî âåðøèí, à E � ìíîæåñòâî ïàð âåðøèí, íàçûâàåìûõ ðåáðàìè. Âåð-
øèíà j íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé èç âåðøèíû i, åñëè ñóùåñòâóåò ðåáðî
(i,j), èëè åñëè èç i äîñòèæèìà íåêîòîðàÿ âåðøèíà k è ñóùåñòâóåò ðåáðî
(k,j). Îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ
ìíîæåñòâî ðåá¼ð, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè îáåñïå÷èâàþò, ÷òî ëþáàÿ ïà-
ðà âåðøèí â ãðàôå äîñòèæèìà äðóã èç äðóãà. Íàä ìíîæåñòâîì E ÷àñòî
ââîäÿò ôóíêöèþ âåñà W : E → N , òî åñòü êàæäîìó ðåáðó ñîïîñòàâëÿ-
þò íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå åãî âåñîì. Ìèíèìàëüíûì
îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà íàçûâàþò òàêîå åãî îñòîâíîå äåðåâî, ñóììà âå-
ñîâ ðåáåð êîòîðîãî ìèíèìàëüíà.

Àíäðåé è Ãèîðãèé òîëüêî ÷òî âûó÷èëè àëãîðèòì Ïðèìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà. Àëãîðèòì ýòîò î÷åíü ïðîñòîé. Ñíà÷àëà
áóäóùåå äåðåâî ñîäåðæèò îäíó ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó. Çàòåì äîáàâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíîå ðåáðî, èñõîäÿùåå èç ýòîé âåðøèíû. Ñëåäóþùèì äîáàâëÿåòñÿ
ðåáðî, îäèí êîíåö êîòîðîãî âõîäèò â äåðåâî, à âòîðîé ïîêà íåò. Ýòî øàã
ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå âåðøèíû íå âîéäóò â äåðåâî.

Ïîðàçìûñëèâ, Ãèîðãèé çàìåòèë, ÷òî åñëè íà êàæäîì øàãå áðàòü ðåáðî
ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì âìåñòî ìèíèìàëüíîãî, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ
ìàêñèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî. Àíäðåé æå ïðåäëîæèë ñûãðàòü â òàêóþ èã-
ðó: êàæäûé èç íèõ ïî î÷åðåäè áóäåò äîáàâëÿòü ðåáðî ê äåðåâó, ïðè÷åì
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Àíäðåé áóäåò ñòðåìèòüñÿ ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå äåðåâî êàê ìîæíî ìåíü-
øåãî âåñà, à Ãèîðãèé, íàîáîðîò, êàê ìîæíî áîëüøåãî. Ïåðâîé âåðøèíîé
äåðåâà ïóñòü âñåãäà áóäåò âåðøèíà 1.

Äëÿ äàííîãî ãðàôà âû÷èñëèòå âåñ îñòîâíîãî äåðåâà, êîòîðîå ïîëó÷èòñÿ
ïðè îïòèìàëüíîé èãðå îáîèõ äðóçåé.

Îãðàíè÷åíèÿ

Êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå N áóäåò ìåæäó 2 è 20. Êîëè÷åñòâî ðåáåð

M íå ìåíåå N − 1 è íå áîëåå N ·(N−1)
2 . Ãðàô ñâÿçíûé è ñîäåðæèò íå áîëåå

îäíîãî ðåáðà ìåæäó êàæäîé ïàðîé âåðøèí. Âåñà ðåáåð â äèàïàçîíå ìåæäó
1 è 100. Âåðøèíû ãðàôà ïðîíóìåðîâàíû íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò äâà öåëûõ ÷èñëà N èM è èìÿ
íà÷èíàþùåãî èãðó � �ANDREW� èëè �GIORGI�. Äàëåå ñëåäóåò M ñòðîê,
îïèñûâàþùèõ ðåáðà ãðàôà. Êàæäàÿ ñîäåðæèò ïî òðè öåëûõ ÷èñëà: íîìåðà
âåðøèí, êîòîðûå ñîåäèíÿåò ýòî ðåáðî, è åãî âåñ.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå ÷èñëî � âåñ äåðåâà, êîòîðîå ïîëó÷èòñÿ ïðè îï-
òèìàëüíîé èãðå.

Ïðèìåðû

e.in e.out
4 5 ANDREW
1 2 6
2 3 4
2 4 8
4 3 2
1 4 11

19

Ðàçáîð çàäà÷è E. MST Game

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî Àíäðåé âñåãäà äîëæåí áðàòü
èç âñåõ äîñòóïíûõ ðåáðà íàèìåíüøåãî, à Ãèîðãèé - íàèáîëüøåãî âåñà. Íà
äåëå îáîèì èíîãäà áûâàåò âûãîäíåå âçÿòü êàêîå-òî äðóãîå ðåáðî, ÷òîáû íå
äàòü ïðîòèâíèêó äîáðàòüñÿ äî ëàêîìûõ êóñî÷êîâ.

148 Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.



Äåíü Ýëüäàðà Áîãäàíîâà è Àíäðåÿ Ëóöåíêî

Äîïóñòèì, ÷òî èãðà â ïðîöåññå è îñòîâíîå äåðåâî óæå ñîäåðæèò íåêîòî-
ðîå ìíîæåñòâî âåðøèí S. Îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé äëÿ Àíäðåÿ ÿâëÿåòñÿ
âûáîð òàêîãî ðåáðà (u, v) âåñà w, ãäå u ïðèíàäëåæèò S, ÷òî (w + [ñòîè-
ìîñòü äîñòðîåíèÿ îñòîâà îò äåðåâà S ∪ {v} ïðè õîäå Ãèîðãèÿ] ) ìèíèìàëü-
íî. Ãèîðãèé, ñîîòâåòñòâåííî, ïûòàåòñÿ íà êàæäîì õîäó ìàêñèìèçèðîâàòü
àíàëîãè÷íóþ âåëè÷èíó. Ïîýòîìó, ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê òàêîé ðåêóðñèâíîé
ôóíêöèè:

optimalCost (S, move) : integer;
åñëè S ñîäåðæèò âñå N âåðøèí, optimalCost := 0;
äëÿ êàæäîãî ðåáðà (u, v) âåñà w, ãäå u ïðèíàäëåæèò S, à v íåò:
åñëè õîäèò Àíäðåé,
òî optimalCost := MIN(optimalCost, w + optimalCost(S ∪ {v}, GIORGI);

åñëè õîäèò Ãèîðãèé,

òî optimalCost := MAX(optimalCost, w + optimalCost(S ∪ {v}, ANDREW ).

Çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó 1, â õóäøåì
ñëó÷àå 2N−1, íî ôóíêöèÿ áóäåò îáðàùàòüñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ìíîæåñòâó
S ìíîãî ðàç. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé íàäî çàïîìèíàòü. Òàêèì îá-
ðàçîì, ó íàñ ïîëó÷èòñÿ àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(2N−1∗N 2). Ýòó îöåíêó ìîæ-
íî ïîíèçèòü äîO(2N−1∗N) çà ñ÷¼ò ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ. Íà ñàìîì äåëå,
íàñ èíòåðåñóþò íå âñå ðåáðà, èíöèäåíòíûå S, à ëèøü ðåáðà ìèíèìàëüíîé è
ìàêñèìàëüíîé ñòîèìîñòè, ñîåäèíÿþùèå S ñ êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí.
Äîïóñòèì, ìû ðàñïîëàãàåì ýòîé èíôîðìàöèåé äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
S. Êîãäà ê S äîáàâëÿåòñÿ êàêàÿ-ëèáî âåðøèíà v, íóæíî ðàññìîòðåòü ñî-
ñåäíèå ñ íåé ðåáðà è â ñëó÷àå íàäîáíîñòè îáíîâèòü èíôîðìàöèþ äëÿ ìíî-
æåñòâà S ∪ {v}. È ýòî îáíîâëåíèå, è âûáîð âåðøèíû äëÿ ïðèñîåäèíåíèÿ ê
äåðåâó òàêèì îáðàçîì òðåáóåò O(N) îïåðàöèé.

Çàäà÷à F. Dictionary

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: f.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: f.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Àíäðåé è Ãèîðãèé ðåøèëè íàïèñàòü ñèñòåìó ïîäñêàçîê ê êîäó, êîòîðàÿ
áû ñèëüíî óïðîñòèëà òðóä (íó èëè ñïðîâîöèðîâàëà ðåöèäèâ ëåíè) ïðîãðàì-
ìèñòîâ ñî âñåãî ìèðà.

×àñòü èõ ãðàíäèîçíîãî çàìûñëà óæå âûïîëíåíà: îíè íàïèñàëè ïðîãðàì-
ìó, êîòîðàÿ íà îñíîâå ñëîâàðÿ èìåí ôóíêöèé è ïåðåìåííûõ âûäàåò äëÿ
çàäàííîé ñòðîêè âñå èìåíà, ñîäåðæàùèå ýòó ñòðîêó êàê ïðåôèêñ.
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Ðåøèâ ïîòåñòèòü ñâîå òâîðåíèå è â òî æå âðåìÿ ðàññëàáèòüñÿ, îíè ïðèäó-
ìàëè òàêóþ èãðó: ïåðâûé èãðîê íàáèðàåò íà êëàâèàòóðå êàêóþ-ëèáî áóêâó,
íà êîòîðóþ íà÷èíàåòñÿ îäíî èç ñëîâ ñëîâàðÿ, çàòåì âòîðîé íàáèðàåò ñëå-
äóþùóþ áóêâó èç òåõ, êîòîðûå åìó ïðåäëàãàåò ñèñòåìà, ñëåäóþùóþ íàáè-
ðàåò ñíîâà ïåðâûé èãðîê èç îñòàâøèõñÿ ïîäñêàçîê è òàê äàëåå. Ïîáåæäàåò
íàáðàâøèé òàêóþ áóêâó, ïîñëå êîòîðîé ñèñòåìà íå ïðåäëîæèò íè îäíîãî
ñëîâà.

Âàì äàí ñëîâàðü. Ïðåäïîëîæèòå íåâåðîÿòíîå � ÷òî ñèñòåìà íå ñîäåð-
æèò áàãîâ ñ ñàìîãî íà÷àëà, à òàêæå ÷òî îáà äðóãà èãðàþò îïòèìàëüíî.
Îïðåäåëèòå, êòî âûèãðàåò èãðó, è åñëè ýòî ïåðâûé èãðîê, âûâåäèòå òàêæå
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïåðâóþ áóêâó, ñ êîòîðîé åìó ìîæíî äëÿ ýòîãî íà÷àòü.

Îãðàíè÷åíèÿ

Ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ñëîâ â ñëîâàðå íå ïðåâûøàåò 100 000. Ñëîâà ñî-
äåðæàò òîëüêî çàãëàâíûå ëàòèíñêèå áóêâû.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò öåëîå ÷èñëî N . Ñëåäóþùèå N ñòðîê ñîäåðæàò
ñëîâà, êàæäîå íà îòäåëüíîé ñòðîêå.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Åñëè âûèãðûâàåò èãðîê, êîòîðûé õîäèò ïåðâûì, âûâåäèòå ÷åðåç ïðîáåë
ñëîâî �First� è ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïåðâóþ áóêâó, êîòîðàÿ îñòàâëÿåò çà íèì
ïîáåäíóþ èíèöèàòèâó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûâåäèòå �Second�.

Ïðèìåðû

f.in f.out
4
A
APPLE
KHARKIV
AXIS

First K

Ïîÿñíåíèå

Åñëè ïåðâûé èãðîê íàïèøåò áóêâó `A', âòîðîé ìîæåò îòâåòèòü áóêâîé
`X', ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷¼òå ïðèâåä¼ò ê êîíöó èãðû íà ñëîâå �AXIS�. Íà÷èíàÿ
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æå ñ `K', ïåðâûé èãðîê â èòîãå ïîáåäèò (â äàííîì ñëó÷àå âñå îñòàâøèåñÿ
õîäû áóäóò ôîðñèðîâàííûìè).

Ðàçáîð çàäà÷è F. Dictionary

Ðàññìîòðèì äåðåâî âñåõ äîïóñòèìûõ ðàçâèòèé èãðû ñ
êîðíåì â âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïóñòîé ñòðîêå. Òàêîå
äåðåâî èçâåñòíî êàê trie-äåðåâî. Äëÿ ðåøåíèÿ íàøåé çàäà-
÷è äàäèì âåðøèíàì äîïîëíèòåëüíóþ íàãðóçêó: êàæäàÿ èç
íèõ áóäåò èëè N -âåðøèíîé, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî èãðîê, êîòî-
ðîìó ïðåäñòîèò íàïèñàòü ñëåäóþùóþ áóêâó, âûèãðûâàåò
ïðè îïòèìàëüíîé èãðå, èëè P -âåðøèíîé, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî
îí ïðîèãðûâàåò. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ëèñòüÿ äåðåâà ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîèãðûøíûìè ïîçèöèÿìè, òàê êàê åñëè èãðà äîøëà äî
ëèñòà, ñëîâî óæå íàïèñàíî è áîëåå äëèííîãî ñëîâà, ñîäåð-
æàùåãî äàííîå êàê ïðåôèêñ, íå ñóùåñòâóåò. Ñòàòóñ âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè èç âåðøèíû X äîñòèæèìà êàêàÿ-
ëèáî P -âåðøèíà, òî X ÿâëÿåòñÿ N -âåðøèíîé, òàê êàê èç íå¼ ìîæíî ïå-
ðåâåñòè èãðó â ïðîèãðûøíóþ äëÿ ñëåäóþùåãî èãðîêà ïîçèöèþ. Åñëè æå
âñå âåðøèíû, äîñòèãàåìûå èç X, ÿâëÿþòñÿ N -âåðøèíàìè, òî ýòî, î÷åâèä-
íî, P -âåðøèíà. Îïðåäåëèòü ñòàòóñ âñåõ âåðøèí ìîæíî ñ ïîìîùüþ îäíîãî
ïîèñêà â ãëóáèíó, çàïóùåííîãî èç êîðíÿ. Âðåìÿ ðàáîòû ïîèñêà â ãëóáèíó
áóäåò O(S), ãäå S - êîëè÷åñòâî âåðøèí â ïîñòðîåííîì äåðåâå è íå áóäåò
ïðåâîñõîäèòü ñóììàðíóþ äëèíó L ñëîâ â ñëîâàðå áîëåå, ÷åì íà 1 (çà ñ÷¼ò
êîðíåâîé âåðøèíû). Ïîñòðîèòü òàêîå äåðåâî ìîæíî çà O(L), ñëåäîâàòåëüíî
èòîãîâàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà - O(L).

Çàäà÷à G. Biotronic

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: g.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: g.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Íàâåðíîå, ìíîãèå èç âàñ èãðàëè â Biotronic íà Facebook-å. Èãðîâîå ïîëå
ñîñòîèò èç N ×M ðàçíîöâåòíûõ áëîêîâ. Çà îäèí õîä âû ìîæåòå ïîìåíÿòü
ìåñòàìè äâà áëîêà, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó. Åñëè â ðåçóëüòàòå õîäà íà
ïîëå ïîÿâÿòñÿ ãîðèçîíòàëüíûå èëè âåðòèêàëüíûå ïîëîñû èç òðåõ èëè áî-
ëåå áëîêîâ îäíîãî öâåòà, òî âñå áëîêè, ïðèíàäëåæàùèå êàêîé-ëèáî ïîëîñå,
ðàçîì óíè÷òîæàþòñÿ è âìåñòî íèõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòêàõ îáðàçóþòñÿ
ïóñòûðè. Åñëè íàä ïóñòûðåì íàõîäèòñÿ çàêðàøåííûé áëîê, òî îí ïàäàåò
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íà ìåñòî ýòîãî ïóñòûðÿ. Êîãäà âñå ýòè ïàäåíèÿ çàâåðøàòñÿ, íà ïîëå ñíîâà
ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëîñû èç ðàñïîëîæåííûõ â ðÿä òðåõ èëè áîëåå áëîêîâ,
êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, èñ÷åçíóò, à íà èõ ìåñòî óïàäóò çàêðàøåííûå áëî-
êè ñâåðõó, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ. Ýòîò ïðîöåññ áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà íà ïîëå áóäóò îñòàâàòüñÿ íåðïåðûâíûå çàêðàøåííûå ïîëîñû äëè-
íîé õîòÿ áû 3.

Ïîëå èãðû çàäàåòñÿ êàê ìàòðèöà ðàçìåðîìN×M , ñîäåðæàùàÿ ñèìâîëû
èç ìíîæåñòâà �R�, �B�, �G�, �W�, �V�, �Y�, �O�. Ñèìâîë �R� ñîîòâåòñòâóåò
áëîêó êðàñíîãî öâåòà (red), �B� � ãîëóáîãî (blue), �G� � çåë¼íîãî (green),
�W� � áåëîãî (white), �V� � ôèîëåòîâîãî (violet), �Y� � æåëòîãî (yellow), à
�O� � îðàíæåâîãî (orange).

Âàøà çàäà÷à - íàéòè òàêîé õîä, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî íà ïîëå â ðåçóëü-
òàòå ïðîöåññà óíè÷òîæåíèé îñòàíåòñÿ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áëîêîâ.

Îãðàíè÷åíèÿ

3 ≤ N , M ≤ 20.
Êàæäûé ñèìâîë â ìàòðèöå áóäåò èç ìíîæåñòâà �R�, �B�, �G�, �W�, �V�,

�Y�, �O�. Èçíà÷àëüíî íà ïîëå íåò òðåõ èëè áîëåå áëîêîâ îäíîãî öâåòà, ðàñ-
ïîëîæåííûõ â ðÿä.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà ôàéëà ñîäåðæèò ÷èñëàN èM . Äàëåå ñëåäóåòN ñòðîê, ïî
M ñèìâîëîâ â êàæäîé. Ñòðîêè ïîäàþòñÿ îò ñàìîé âåðõíåé ê ñàìîé íèæíåé.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå ÷èñëî - ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî
îñòàâøèõñÿ áëîêîâ.
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Ïðèìåðû

g.in g.out
3 5
RRYRR
VVBVV
YYVBB

4

Ïîÿñíåíèå

Èçíà÷àëüíî ïîëå èãðû âûãëÿäèò
òàê:

Îïòèìàëüíûì õîäîì ÿâëÿåòñÿ ïîìå-
íÿòü ìåñòàìè òðåòèå áëîêè âî âòîðîé
è òðåòüåé ñòðîêàõ.

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî õîäà âî âòîðîé
ñòðîêå îáðàçóåòñÿ ïîëîñà èç ïÿòè
ôèîëåòîâûõ áëîêîâ, à â òðåòüåé � èç
òðåõ ñèíèõ. Îáå ïîëîñû óíè÷òîæà-
þòñÿ.

Ïîñëå òîãî, êàê íà ìåñòî èñ÷åçíóâ-
øèõ áëîêîâ óïàäóò áëîêè ñâåðõó, ìû
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ, ãäå
ïîëîñà èç òð¼õ æåëòûõ áëîêîâ âíè-
çó, î÷åâèäíî, ñîáèðàåòñÿ èñ÷åçíóòü:
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Â èòîãå ó íàñ îñòà¼òñÿ ÷åòûðå êðàñ-
íûõ áëîêà, íî òàê êàê îíè ðàçäåëåíû
ïóñòûðåì, íè÷åãî áîëüøå íå ïðîèñ-
õîäèò è ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ðàçáîð çàäà÷è G. Biotronic

Óæå îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å íàñòîÿòåëüíî ïðåäëàãàþò ñèìóëÿöèþ. Äëÿ
âñåõ ïàð ñîñåäíèõ êëåòîê, ïîìåíÿåì èõ ìåñòàìè è ïðîèçâåäåì èòåðàöèîí-
íóþ ñèìóëÿöèþ ïðîöåññà. Íà êàæäîé èòåðàöèè, íàéä¼ì âñå áëîêè, ïðè-
íàäëåæàùèå õîòÿ áû îäíîé ïîëîñå äëèíîé 3. Ïîñëå èäåíòèôèêàöèè âñåõ
òàêèõ áëîêîâ, ñîòð¼ì èõ è ñïóñòèì íà èõ ìåñòî çàêðàøåííûå áëîêè ñâåð-
õó, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ. Ïîòîì ïîâòîðèì òî æå ñàìîå çàíîâî. Êîãäà íà
êàêîé-ëèáî èòåðàöèè íè îäíîãî áëîêà íå ñîòðåòñÿ, ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî
îñòàâøèõñÿ çàêðàøåííûõ áëîêîâ è, åñëè îíî ìåíüøå òåêóùåãî ìèíèìóìà,
îáíîâèì åãî.

Çàäà÷à H. Yet Another Roads Problem

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: h.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: h.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ãèîðãèé áðîñèë ïðîãðàììèðîâàíèå è ðåøèë çàíÿòüñÿ èíæåíåðèåé. Åìó
ñðàçó ïîäâåðíóëñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âûãîäíûé ïðîåêò: ïîñòðîåíèå ñèñòåìû äî-
ðîã â X-ëÿíäèè.

Â X-ëÿíäèè åñòü N ãîðîäîâ. Çàäà÷åé ïðîåêòà ÿâëÿåòñÿ ñîåäèíèòü íåêî-
òîðûå ïàðû ãîðîäîâ äîðîãàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæ-
íî áûëî ïîïàñòü â ëþáîé äðóãîé íàïðÿìóþ èëè ïðîåçäîì ÷åðåç äðóãèå
ãîðîäà. Ñóùåñòâóþùèå íà äàííûé ìîìåíò äîðîãè íàõîäÿòñÿ â íàñòîëüêî
ïëîõîì ñîñòîÿíèè, ÷òî èõ â ðàñ÷¼ò óæå íå áåðóò.

Ìåæäó íåêîòîðûìè ïàðàìè ãîðîäîâ ìîæíî ïîñòðîèòü äîðîãó, íî ñòîè-
ìîñòè äîðîã çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ èç-çà ðàññòîÿíèé, îñîáåííîñòåé ðå-
ëüåôà è äðóãèõ ïðåïÿòñòâèé. Òàê êàê áþäæåò ó ïðîåêòà ôèêñèðîâàííûé,
Ãèîðãèé õî÷åò ïîòðàòèòü íà ïîñòðîéêó êàê ìîæíî ìåíüøå ñðåäñòâ, ÷òîáû
îñòàëüíîå ïîëîæèòü â êàðìàí.

Îò ïîñòðîéêè ÷àñòè äîðîã Ãèîðãèé ìîæåò äàæå âûèãðàòü. Ëåñà ìåæ-
äó ãîðîäàìè çàñåëåíû ðàçáîéíèêàìè, êîòîðûõ óñòðàèâàåò ñóùåñòâîâàíèå
íåêîòîðûõ äîðîã, ïîòîìó ÷òî ïîòåíöèàëüíûõ æåðòâ ñòàíåò áîëüøå. Òàêèì
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îáðàçîì, îíè ãîòîâû çàïëàòèòü Ãèîðãèþ çà êàæäóþ èç âûãîäíûõ èì äîðîã.
Áîëåå òîãî, ïîñëåäíèé íàñòîëüêî õîðîøî òîðãóåòñÿ, ÷òî åñëè ðàçáîéíèêè
ãîòîâû çàïëàòèòü åìó çà êàêóþ-ëèáî äîðîãó, òî îíè îáÿçàòåëüíî çàïëàòÿò
áîëüøå, ÷åì åìó ïðèäåòñÿ ïîòðàòèòü íà ïîñòðîéêó ýòîé äîðîãè.

Âàì äàíà ìàòðèöà ðàçìåðîì N ×N , ýëåìåíò (i,j) êîòîðîé ðàâåí 0, åñëè
ïîñòðîèòü äîðîãó ìåæäó ãîðîäàìè i è j íåâîçìîæíî, íåêîòîðîìó ïîëîæè-
òåëüíîìó ÷èñëó X � ñòîèìîñòè ïîñòðîéêè ýòîé äîðîãè, åñëè ðàçáîéíèêè
íå ñîáèðàþòñÿ âîçíàãðàæäàòü Ãèîðãèÿ çà å¼ ïðîâåäåíèå, èëè íåêîòîðîìó
îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó Y � ðàçíîñòè ñòîèìîñòè ïîñòðîéêè ýòîé äîðîãè è
ñóììû âîçíàãðàæäåíèÿ çà äàííîå äåéñòâèå, åñëè îíî ïîñëåäóåò. Ïîñ÷è-
òàéòå, ñêîëüêî åñòü ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü ñåòü äîðîã â X-ëÿíäèè
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûãîäà Ãèîðãèÿ áûëà ìàêñèìàëüíîé. Òàê êàê ýòî
÷èñëî ìîæåò áûòü î÷åíü áîëüøèì, âûâåäèòå åãî îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà
1 000 000 007.

Îãðàíè÷åíèÿ

5 ≤ N ≤ 100.
Ýëåìåíòû çàäàííîé ìàòðèöû áóäóò öåëûìè ÷èñëàìè â äèàïàçîíå

[-100, 100]. Ìàòðèöà áóäåò ñèììåòðè÷íîé, à âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
áóäóò ðàâíû 0.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò ÷èñëî N . Êàæäàÿ èç ñëåäóþ-
ùèõ N ñòðîê ñîäåðæèò ïî N ÷èñåë � ýëåìåíòû ìàòðèöû.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè êîëè÷åñòâà îïòèìàëüíûõ äëÿ Ãèîðãèÿ
âàðèàíòîâ ïîñòðîéêè äîðîã íà 1 000 000 007.
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Ïðèìåðû

h.in h.out
5
0 2 0 4 0
2 0 -3 2 -2
0 -3 0 2 -1
4 2 2 0 0
0 -2 -1 0 0

2

Ïîÿñíåíèå

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîèòü äîðîãè ìåæäó ïàðàìè ãîðîäîâ 2 è 3, 2 è 5, è
3 è 5 âûãîäíî äëÿ Ãèîðãèÿ ïðè ëþáîì ðàñêëàäå. ×òîáû ìèíèìèçèðîâàòü
ñâîè çàòðàòû, îí äîëæåí òàêæå ïðîâåñòè äîðîãó ìåæäó ãîðîäàìè 1 è 2. À
ñîåäèíèòü ãîðîä 4 ñ îñòàëüíîé ñåòüþ ìîæíî èëè ïðîâåäÿ äîðîãó (4,2), èëè
äîðîãó (4,3). Òàêèì îáðàçîì, åñòü 2 îïòèìàëüíûõ ïëàíà ïîñòðîéêè.

Ðàçáîð çàäà÷è H. Yet Another Roads Problem

Î÷åâèäíî, ÷òî Ãèîðãèÿ óñòðàèâàåò ïîñòðîèòü âñå äîðîãè, çà êîòîðûå åìó
çàïëàòÿò ðàçáîéíèêè, ïîýòîìó ïåðâûì äåëîì äîáàâèì â ãðàô âñå ðåáðà ñ
îòðèöàòåëüíûì âåñîì. Åñëè ãðàô ñòàíîâèòñÿ ïîñëå ýòîãî ñâÿçíûì, áîëüøå
ñòðîèòü äîðîã íå íóæíî è îòâåò çàäà÷è 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ðàññìîòðèì
íîâûé ãðàô, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ñâÿçíîé êîìïîíåíòå
â ïðåäûäóùåì ãðàôå. Òåïåðü ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à î íàõîæäåíèè êîëè-
÷åñòâà îñòîâíûõ äåðåâüåâ ìèíèìàëüíîãî âåñà.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà íàì âñåãäà íóæíî áðàòü
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð ìèíèìàëüíîãî âåñà, êîòîðûå íå ñîçäàþò
öèêëîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì íàáëþäåíèåì: ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêèìè ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî äîáàâèòü â ãðàô ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð
ìèíèìàëüíîãî âåñà òàê, ÷òîáû íå âîçíèê öèêë. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ðàññìîò-
ðèì ãðàô, â êîòîðûé âñå ýòè ðåáðà äîáàâëåíû. Â îáùåì ñëó÷àå, â ðåçóëüòà-
òå â ãðàôå ïîÿâèòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî L êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Íåçàâèñèìî
îò ìíîæåñòâà ðåáåð ìèíèìàëüíîãî âåñà, êîòîðûå ìû âêëþ÷èì â îñòîâíîå
äåðåâî, êàæäàÿ êîìïîíåíòà âñåãäà áóäåò ñîäåðæàòü îäíè è òå æå âåðøè-
íû. Íî ïîñòðîèòü ýòó êîìïîíåíòó èíîãäà ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè,
òî åñòü ó íå¼ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî îñòîâíûõ äåðåâüåâ. Ïîäñ÷èòàòü èõ êî-
ëè÷åñòâî ìîæíî, ïðèìåíèâ ìàòðè÷íóþ òåîðåìó Êèðãõîôà ê êîìïîíåíòå
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êàê ê îòäåëüíîìó ãðàôó. Êîãäà ìû íàéä¼ì êîëè÷åñòâà îñòîâíûõ äåðåâüåâ
X1, . . . , XL, áóäóùèé îòâåò íàäî áóäåò óìíîæèòü íà èõ ïðîèçâåäåíèå. Òå-
ïåðü, åñëè L=1, ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ è ìû èìååì îòâåò. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ñíîâà ðàññìîòðèì íîâûé ãðàô, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî ñîîòâåò-
ñòâóåò ñâÿçíîé êîìïîíåíòå â ïðåäûäóùåì ãðàôå è ïîâòîðèì îïèñàííûé
ïðè¼ì óæå äëÿ ðåáåð ñëåäóþùåãî íàèìåíüøåãî âåñà. Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå,
åñëè ó ïåðâîíà÷àëüíîãî ãðàôà åñòü õîòÿ áû îäíî îñòîâíîå äåðåâî, òî íà
êàêîì-ëèáî øàãå êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ñòàíåò ðàâíî 1 è ïðî-
öåññ çàêîí÷èòñÿ.

Îöåíèì ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà. Âåñà ðåáåð â äèàïàçîíå
[−100, 0)∪(0, 100], è ñî âñåìè îòðèöàòåëüíûìè ìû ñïðàâëÿåìñÿ îäíîé
ïðîâåðêîé. Äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåñà íàì ïðèõîäèòñÿ ðàññìîò-
ðåòü âñå ðåáðà ýòîãî âåñà, à äàëåå äëÿ ïîëó÷åííûõ êîìïîíåíò íàéòè
êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ. Ñàìûé äîðîãîé øàã çäåñü èìåííî ïîñëåä-
íèé, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà í¼ì. Òåîðåìà Êèðãõîôà òðåáóåò íàõîæäåíèÿ
äîïîëíèòåëüíîãî ìèíîðà äëÿ êàêîãî-ëèáà ýëåìåíòà â ìàòðèöå ïîðÿäêà
êîëè÷åñòâà âåðøèí â ãðàôå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èñ-
êëþ÷åíèÿ Ãàóññà çà âðåìÿ O(K3), ãäå K îáîçíà÷àåò êîë÷èåñòâî âåðøèí.
Áîëåå òîãî, òàê êàê êàæäûé ðàç, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì êîìïîíåíòó
ðàçìåðîì X, êîëè÷åñòâî âåðøèí â áóäóùåì ãðàôå óìåüøàåòñÿ íà X − 1,
ñëîæíîñòü âñåãî àëãîðèòìà, âíå çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åíèÿ íà âåñ ðåáåð,
áóäåò O(N 3).

Çàäà÷à I. Soccer

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: i.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: i.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ôóòáîëüíûé ìàò÷ � ýòî ïîåäèíîê ìåæäó äâóìÿ êîìàíäàìè. Çà âðåìÿ
ìàò÷à, êàæäàÿ èç íèõ çàáèâàåò íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå êîëè÷åñòâî
ãîëîâ. Åñëè îáå êîìàíäû çàáèëè ðàâíîå êîëè÷åñòâî ãîëîâ, îáúÿâëÿåòñÿ íè-
÷üÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîìàíäà, çàáèâøàÿ áîëüøåå êîëè÷åñòâî ãîëîâ,
ñòàíîâèòñÿ ïîáåäèòåëåì.

Ñàìûé ïðåñòèæíûé òóðíèð íà êëóáíîì óðîâíå â ôóòáîëå � Ëèãà ×åì-
ïèîíîâ. Â ïåðâîì ðàóíäå ñîðåâíîâàíèÿ, êîìàíäû ðàçäåëåíû íà ãðóïïû,
ïî 4 êîìàíäû â êàæäîé. Êàæäîé èç êîìàíä ïðèõîäèòñÿ ïðîâåñòè ïî äâà
ìàò÷à ñ êàæäîé äðóãîé êîìàíäîé â å¼ ãðóïïå. Åñëè ìàò÷ çàêàí÷èâàåòñÿ
ïîáåäîé îäíîé èç êîìàíä, ýòà êîìàíäà ïîëó÷àåò 3 î÷êà, à â ñëó÷àå íè÷üåé
îáå êîìàíäû íàãðàæäàþòñÿ 1-èì î÷êîì.
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Âàì ïðåäîñòàâëåíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ î íåñêîëüêèõ ãðóïïàõ,
à êîíêðåòíî êîëè÷åñòâî î÷êîâ è êîëè÷åñòâî çàáèòûõ è ïðîïóùåííûõ ãîëîâ
äëÿ êàæäîé èç êîìàíä. Äëÿ êàæäîé ãðóïïû âàì ïðåäñòîèò îïðåäåëèòü,
ìîãëà ëè òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêíóòü ïîñëå çàâåðøåíèÿ âñåõ ìàò÷åé â ýòîé
ãðóïïå.

Îãðàíè÷åíèÿ

Êîëè÷åñòâî ãðóïï áóäåò ìåæäó 1 è 10. Êîëè÷åñòâî î÷êîâ äëÿ êàæäîé
êîìàíäû áóäåò ìåæäó 0 è 18. Êîëè÷åñòâî çàáèòûõ ãîëîâ äëÿ êàæäîé êî-
ìàíäû áóäåò ìåæäó 0 è 20. Êîëè÷åñòâî ïðîïóùåííûõ ãîëîâ äëÿ êàæäîé
êîìàíäû áóäåò ìåæäó 0 è 20.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíûõ äàííûõ ñîäåðæèò ÷èñëî G � êîëè÷åñòâî ãðóïï.
Äàëåå ñëåäóåò 4 ·G ñòðîê, ïî 3 ÷èñëà â êàæäîé. Ïåðâûå ÷åòûðå ñòðîêè îïè-
ñûâàþò ðåçóëüòàòû êîìàíä ïåðâîé ãðóïïû, ñëåäóþùèå ÷åòûðå � âòîðîé, è
òàê äàëåå. Â êàæäîé òðîéêå ÷èñåë ïåðâûì áóäåò ñëåäîâàòü êîëè÷åñòâî çà-
áèòûõ ñîîòâåòñòâóþùåé êîìàíäîé ãîëîâ, äàëåå � êîëè÷åñòâî ïðîïóùåííûõ,
à çàòåì êîëè÷åñòâî íàáðàííûõ êîìàíäîé î÷êîâ.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Äëÿ êàæäîé ãðóïïû âõîäíîãî ôàéëà, âûâåäèòå îäíó ñòðîêó ñ íàäïè-
ñüþ �YES�, åñëè èíôîðìàöèÿ îá ýòîé ãðóïïå íå ïðîòèâîðå÷èâà, è �NO� â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ïðèìåðû

i.in i.out
3
10 6 9
4 7 8
5 6 6
5 5 8
0 0 6
0 0 6
0 0 6
0 0 6
10 5 13
10 5 12
5 10 2
5 10 8

YES
YES
NO

Ïîÿñíåíèå

Îäèí èç âàðèàíòîâ ðåçóëüòàòîâ ìàò÷åé, ïðèâîäÿùèõ ê ñèòóàöèè â ïåð-
âîé ãðóïïå, âûãëÿäèò òàê:

Team1 � Team2 5:1
Team1 � Team3 2:2
Team1 � Team4 3:2
Team2 � Team1 0:0
Team2 � Team3 0:0
Team2 � Team4 0:1
Team3 � Team1 1:0
Team3 � Team2 1:2
Team3 � Team4 0:1
Team4 � Team1 0:0
Team4 � Team2 0:1
Team4 � Team3 1:1
Ñèòóàöèÿ âî âòîðîé ãðóïïå âîçíèêàåò, åñëè âñå ìàò÷è ìåæäó êîìàíäàìè

çàêîí÷èëèñü âíè÷üþ.
Ñèòóàöèÿ â òðåòüåé ãðóïïå íåäîñòèæèìà íè ïðè êàêîì êîìïëåêñå ðå-

çóëüòàòîâ ìàò÷åé.
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Ðàçáîð çàäà÷è I. Soccer

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåáèðàòü ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè
äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Òåì íå ìåíåå, â ðå-
çóëüòàòå íåõèòðûõ íàáëþäåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ïåðåáîðîâ, ãàðàí-
òèðîâàííî áûñòðî îáðàáàòûâàþùèõ êàæäóþ èç ãðóïï.

Äëÿ êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû êîìàíä i è j, îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ãî-
ëîâ, çàáèòîå êîìàíäîé i â ñóììå äâóõ ìàò÷åé, ÷åðåç Aij. Çàìåòüòå, ÷òî ïàðà
(Aij, Aji) õîòü è íå âñåãäà îòâå÷àåò îäíîçíà÷íî íà âîïðîñ, êàêèå ðåçóëüòàòû
áûëè çàôèêñèðîâàíû â ìàò÷àõ ìåæäó êîìàíäàìè i è j, íî íåêîòîðóþ èí-
ôîðìàöèþ âñ¼ æå ñîäåðæèò. Íàïðèìåð, åñëè (Aij, Aji) = (0,0), ò.å. â ñóììå
äâóõ ìàò÷åé îáå êîìàíäû îñòàëèñü íà íóëå, òî îáà ìàò÷à îäíîçíà÷íî çàêîí-
÷èëèñü íè÷üåé 0:0. À åñëè (Aij, Aji) = (0,5), òî ó íàñ åñòü äâà âàðèàíòà: èëè
êîìàíäà j âûèãðàëà îáà ìàò÷à, èëè çàêîí÷èëà îäèí âíè÷üþ è âûèãðàëà â
äðóãîì. Òàê êàê 0 <= Aij <=20, âñåãî ðàçëè÷íûõ òàêèõ ïàð ìû ìîæåì
èìåòü 21*21 øòóê. Òåì íå ìåíåå, èõ ìîæíî ïîäåëèòü íà êëàññû, êàæäûé èç
êîòîðûõ áóäåò èìåòü ñâî¼ ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðàññìîòðèì
âñå òàêèå êëàññû (äëÿ ïðîñòîòû áóäåì íàçûâàòü A = Aij, B = Aji):

1. A=0, B=0. Î÷åâèäíî, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ïàðà ðåçóëüòàòîâ â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïàðå ìàò÷åé - äâå íè÷üè.

2. A=1, B=0. Ïåðâàÿ êîìàíäà âûèãðàëà îäèí èç ìàò÷åé, âòîðîé çàâåð-
øèëñÿ âíè÷üþ.

3. A=0, B=1. Âòîðàÿ êîìàíäà âûèãðàëà îäèí èç ìàò÷åé, âòîðîé çàâåð-
øèëñÿ âíè÷üþ.

4. A>=2, B=0. Çäåñü ìû èìååì äâå âîçìîæíîñòè: èëè ïåðâàÿ êîìàíäà
ïîáåäèëà îáà ðàçà, èëè áûëà îäíà íè÷üÿ.

5. A=0, B>=2. Ýòî àíàëîãè÷íûé ñëó÷àé äëÿ âòîðîé êîìàíäû.

6. A = B, A>0. Çäåñü òàêæå èìååòñÿ äâå âîçìîæíîñòè: èëè îáà ìàò÷à çà-
êîí÷èëèñü íè÷üåé, èëè îäèí ìàò÷ âûèãðàëà ïåðâàÿ êîìàíäà, à âòîðîé
- âòîðàÿ (î÷åâèäíî, ñ òàêèì æå ñ÷åòîì, õîòÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòî çíà÷åíèÿ
íå èìååò).

7. A = B-1, A>0. Äâå âîçìîæíîñòè: èëè ïîáåäà è ïîðàæåíèå ïåðâîé
êîìàíäû, èëè íè÷üÿ è ïîðàæåíèå.

8. A = B+1, B>0. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîé êîìàíäû.

9. A >= B+2,B>0. Ïåðâàÿ êîìàíäà òî÷íî âûèãðàëà îäèí ìàò÷, à âòîðîé
ìîã çàêîí÷èòüñÿ ñ ëþáûì èç òðåõ ðåçóëüòàòîâ.
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10. B >= A+2, A>0. Ñîîòâåòñòâåííî, âòîðàÿ êîìàíäà âûèãðàëà îäèí
ìàò÷, à âòîðîé çàêîí÷èëñÿ ñ ëþáûì èç òðåõ ðåçóëüòàòîâ.

Âñåãî ó íàñ øåñòü ïàð ìàò÷åé. Ãîëû â êàæäîì èç íèõ áóäóò ñîîòâåòñòâî-
âàòü îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ äåñÿòè êëàññîâ. Ïîïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü,
êàêèå øåñòåðêè [c1, c2, c3, c4, c5, c6], ãäå ci - êëàññ, â êîòîðûé ïîïàë ðåçóëü-
òàò i-îé ïàðû êîìàíä, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òîáû ïðè ýòîì êàæäàÿ êîìàíäà
íàáðàëà çàäàííîå äëÿ íå¼ êîëè÷åñòâî î÷êîâ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïåðåáåðåì
âñå âîçìîæíûå ðåçóëüòàòû (òî åñòü íè÷üÿ èëè ïîáåäà îäíîé èç êîìàíä)
âñåõ 12-òè ìàò÷åé çà âðåìÿ 312 è âûäåëèì òå, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê çàäàí-
íîìó ðàñïðåäåëåíèþ î÷êîâ. Â õóäøåì ñëó÷àå òàêèõ ìíîæåñòâ ðåçóëüòàòîâ
áóäåò îêîëî 800 (äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ î÷êîâ 8,8,8,8). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî
ìíîæåñòâà îïðåäåëèì âñå øåñòåðêè êëàññîâ, êîòîðûå ìîãëè ïðèâåñòè ê
ýòîìó ìíîæåñòâó. Äëÿ ýòîãî ïîïûòàåìñÿ ñîïîñòàâèòü êàæäîìó ðåçóëüòàòó
â êàæäîé ïàðå ìàò÷åé ìåæäó äâóìÿ êîìàíäàìè êàæäûé êëàññ, êîòîðîìó
îí óäîâëåòâîðÿåò. Ñëîæíîñòü ýòîãî ïåðåáîðà â õóäøåì ñëó÷àå 56, òàê êàê
ðåçóëüòàò ïîáåäà, ïîðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò 5-òè êëàññàì è âñåãî åñòü 6 ðå-
çóëüòàòîâ. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî îïåðàöèé âî âñ¼ì ýòîì ôðàãìåíòå
íå ïðåâûøàåò (312 + 800 ∗ 56), ÷òî âïîëíå ðàçóìíî.

Â ðåçóëüòàòå ïðåäûäóùåãî øàãà ìû óæå çíàåì, êàêèå èç øåñòåðîê êëàñ-
ñîâ óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó â ãðóïïå ðàñïðåäåëåíèþ î÷êîâ. Òåïåðü ïåðåáå-
ðåì âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âñåõ Aij è îïðåäåëèì, ñîîòâåòñâóåò ëè õîòÿ áû
îäíîìó �õîðîøàÿ� øåñòåðêà êëàññîâ. Äëÿ Aij ó íàñ åñòü ñëåäóþùèå âîñåìü
óðàâíåíèé:
A12 + A13 + A14 = GF1,
A21 + A23 + A24 = GF2,
A31 + A32 + A34 = GF3,
A41 + A42 + A43 = GF4,
A21 + A31 + A41 = GA1,
A12 + A32 + A42 = GA2,
A13 + A23 + A43 = GA3,
A14 + A24 + A34 = GA4.
Åñëè ìû ïåðåáåð¼ì êàêèå-ëèáî ïÿòü çíà÷åíèé Aij, âñå îñòàëüíûå çàôèê-

ñèðóþòñÿ - òî åñòü íàì íóæíî ïåðåáðàòü â õóäøåì ñëó÷àå 215 âàðèàíòîâ.
À èìåÿ âñå ýòè ÷èñëà, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàòó
êàæäîé ïàðû êîìàíä êëàññ è ïðîâåðèòü, óñòðàèâàåò ëè íàñ ýòà øåñò¼ðêà.
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Çàäà÷à J. Rims

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: j.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: j.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äàâàéòå ðàññìîòðèì âàðèàöèþ íåáåçûçâåñòíîé èãðû �Rims�. Èãðàþò â
íåå âäâîåì. Â íà÷àëå èãðû íà ïëîñêîñòè èìååòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
ïðîíóìåðîâàííûõ òî÷åê è, âîçìîæíî, íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïåòåëü
(çàìêíóòûõ êðèâûõ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé). Õîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
íàðèñîâàòü íåêîòîðóþ ïåòëþ, êîòîðàÿ áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç íå ìåíåå 1
è íå áîëåå K äàííûõ òî÷åê è íå áóäåò êàñàòüñÿ íè îäíîé èç èìåþùèõñÿ
ïåòåëü. Èãðîêè äåëàþò õîäû ïî î÷åðåäè. Ïîáåäèòåëåì ÿâëÿåòñÿ òîò, êòî
ñäåëàë ïîñëåäíèé õîä.

Âàì çàäàíî íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå â èãðå â âèäå N ðàçëè÷íûõ òî÷åê èM
ïåòåëü, êîòîðûå äëÿ ïðîñòîòû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî îêðóæíîñòÿìè (çàìåòüòå,
÷òî â òå÷åíèå èãðû ìîæíî ðèñîâàòü ïåòëè ëþáîé ôîðìû).

Î÷åâèäíî, ÷òî íà ïëîñêîñòè ìîæíî íàðèñîâàòü áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ïåòåëü. Òåì íå ìåíåå, òîëüêî èõ êîíå÷íîå ÷èñëî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ
äðóã îò äðóãà â ýòîé èãðå. Áóäåì íàçûâàòü äâà õîäà ðàçëè÷íûìè, åñëè
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåòëè ïåðåñåêàþò ðàçíûå ìíîæåñòâà òî÷åê, èëè æå
âíóòðè ïåòåëü îñòàþòñÿ ðàçíûå ìíîæåñòâà òî÷åê.

Âàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî åñòü ó íà÷èíàþùåãî èãðó
ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïåðâîãî õîäà, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò åìó ïîáåäó â
èãðå ïðè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè. Òàê êàê òàêèõ õîäîâ ìîæåò áûòü î÷åíü
ìíîãî, âûâåäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè ýòîãî ÷èñëà íà 1 000 000 007.

Îãðàíè÷åíèÿ

1 ≤ N ≤ 5000,
1 ≤ K ≤ 5000,
0 ≤M ≤ 1000.
Êîîðäèíàòû âñåõ òî÷åê áóäóò â äèàïàçîíå [−106, 106]. Êîîðäèíàòû öåí-

òðîâ âñåõ îêðóæíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûì ïåòëÿì, áóäóò â äèà-
ïàçîíå [−106, 106]. Ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûì
ïåòëÿì, áóäóò ìåæäó 1 è 106. Çàäàííûå ïåòëè íå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíûõ äàííûõ ñîäåðæèò ÷èñëà K, N è M . Äàëåå ñëå-
äóåò N ñòðîê, i-àÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïàðó ÷èñåë � êîîðäèíàòû i-îé
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òî÷êè. Äàëåå ñëåäóåò åù¼ M ñòðîê, ïî òðè ÷èñëà íà êàæäîé - êîîðäèíàòû
è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîé èç ïåòåëü.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå îñòàòîê îò êîëè÷åñòâà íà÷àëüíûõ âûèãðûøíûõ õîäîâ ïåðâîãî
èãðîêà ïðè äåëåíèè íà 1 000 000 007.

Ïðèìåðû

j.in j.out
2 8 2
5 5
1 1
2 11
5 11
3 11
11 7
11 13
7 17
7 11 8
5 11 4

18

Ïîÿñíåíèå

Îäèí èç ïîáåäíûõ õîäîâ âûäåëåí ïóíêòèðîì.
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Ðàçáîð çàäà÷è J. Rims

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî çà ãåîìåòðè÷åñêîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è ñêðûâàåò-
ñÿ ñëåäóþùàÿ èãðà. Ó ïàðû èãðîêîâ èìååòñÿ íåñêîëüêî êó÷åê ñ êàìíÿìè,
è îíè ïî î÷åðåäè äåëàþò õîäû. Õîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âçÿòü èç
êàêîé-ëèáî îäíîé êó÷êè íå áîëåå K êàìíåé, à îñòàâøèåñÿ ðàçäåëèòü íà
äâå, âîçìîæíî ïóñòûå, êó÷êè. Åñëè íàçâàòü ðàçìåðû ýòèõ äâóõ êó÷åê A
è B, òî âèçóàëüíî ýòîò õîä ñîîòâåòñòâóåò ïðîâåäåíèþ íåêîòîðîé ïåòëè,
âíóòðè êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ A êàìíåé, à ñíàðóæè - B.

Ïîëó÷èòü èç çàäàííîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçìåðû êó÷åê
ìîæíî, îïðåäåëèâ äëÿ êàæäîé òî÷êè çàäàííóþ îêðóæíîñòü ìèíèìàëüíîãî
ðàäèóñà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ýòó òî÷êó. Ýòîò øàã òðåáóåò O(N ∗M) âðåìåíè.

Äîïóñòèì, â íà÷àëå èãðû ìû èìååì êó÷êè ðàçìåðàìè N1, . . . , NL è ìû
çíàåì çíà÷åíèå ôóíêöèè Ãðàíäè F äëÿ êàæäîãî àðãóìåíòà âïëîòü äî ìàê-
ñèìàëüíîãî ñðåäè âñåõ Ni. Îáîçíà÷èì X = F (N1)⊕ F (N2)⊕ . . .⊕ F (NL).
Òåïåðü äëÿ êàæäîé êó÷êè ïîïðîáóåì ñäåëàòü â íåé âñå äîïóñòèìûå õîäû.
Íàñ èíòåðåñóþò òå èç íèõ, êîòîðûå ïåðåâîäÿò èãðó â ïðîèãðûøíóþ ïîçè-
öèþ, òî åñòü åñëè ìû äåëàåì â êó÷êå Ni õîä, äåëÿùèé å¼ íà êó÷êè ðàçìå-
ðàìè A è B, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå X ⊕Ni ⊕ A⊕B = 0. Êàæäîìó
òàêîìó õîäó â îðèãèíàëüíîé çàäà÷å ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìíîæåñòâî õî-
äîâ, òàê êàê â âèäîèçìåíåííîé èãðå õîäû îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ðàçìåðàìè
êó÷åê, à â îðèãèíàëüíîé - ìíîæåñòâàìè òî÷åê. Êîíêðåòíî, åñëè ìû çàáðà-
ëè èç êó÷êè Q (Q = Ni − (A + B)) êàìíåé, òî â ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷å
ìû ìîãëè ïðîâåñòè ïåòëþ ÷åðåç C(Ni, Q) ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ èç Q òî÷åê.
Â ñâîþ î÷åðåäü, îñòàâèòü ðîâíî A èç (A + B) òî÷åê âíóòðè ïåòëè ìîæ-
íî C(A + B,A) ñïîñîáàìè. Ñîîòâåòñòâåííî, òàêîìó õîäó â íîâîé çàäà÷å
ñîîòâåòñòâóåò C(Ni, Q) ∗ C(A+B,A) õîäîâ â ñòàðîé.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ íàì ïîòðåáóåòñÿ O(N 2)
âðåìåíè, à ïðîâåðèòü âñå âîçìîæíûå õîäû èç âñåõ êó÷åê ìîæíî çà ñóììàð-
íîå âðåìÿ O(N ∗K), òàê êàê ñóììà ðàçìåðîâ âñåõ êó÷åê ðàâíà N . Îñòàëîñü
íàó÷èòüñÿ ñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ãðàíäè.

Íàïðÿìóþ ïîäñ÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ F , ïûòàÿñü âçÿòü èç êó÷êè êàæäî-
ãî ðàçìåðà ïî 1, 2, . . . , K êàìíåé è ïîòîì äåëÿ îñòàâøååñÿ íà äâå êó÷êè,
ñëèøêîì äîðîãî, òàê êàê òðåáóåò O(N 2 ∗K) âðåìåíè. ×òîáû óâèäåòü áîëåå
áûñòðûé ñïîñîá, äàâàéòå äëÿ íà÷àëà ïðåäñòàâèì, ÷òî K >= N , òî åñòü èç
êó÷êè âñåãäà ìîæíî âçÿòü ëþáîå êîëè÷åñòâî êàìíåé. Â òàêîì ñëó÷àå, äëÿ
ëþáîãî k > 0, âñå âçÿòèÿ (i− k) êàìíåé èç êó÷êè ðàçìåðîì i >= k ðàâíî-
ñèëüíû äðóã äðóãó, òàê êàê ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâîé ñèòóàöèè: ìû äîëæíû
ðàçäåëèòü îñòàâøèåñÿ k êàìíåé íà äâå êó÷êè. Ïîýòîìó ìîæíî ïîïðîñòó
çàïîìèíàòü, êàêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ãðàíäè áûëè ðàíåå äîñòèãíóòû, à
äëÿ êàæäîãî i ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âçÿòèå 1 êàìíÿ èç êó÷êè ðàçìåðîì
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i. Â ñëó÷àå K < N , ìû óæå íå ìîæåì ýòîãî ñäåëàòü, ïîòîìó ÷òî äëÿ êó-
÷åê ðàçìåðîì áîëüøå (i+K) çíà÷åíèÿ, äîñòèãíóòûå èç êó÷åê i è ìåíüøå,
óæå íåàêòóàëüíû. Íî íàì íè÷åãî íå ìåøàåò çàïîìíèòü äëÿ êàæäîãî âîç-
ìîæíîãî çíà÷åíèÿ, îò êó÷êè êàêîãî ðàçìåðà ìîæíî áûëî åãî äîñòèãíóòü, è
ñîîòâåòñòâåííî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äîñòàòî÷íî �íîâûå� çíà÷åíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ãðàíäè òàêæå ìîæíî çà O(N 2) è
ñóììàðíàÿ îöåíêà àëãîðèòìà ïîëó÷àåòñÿ O(N ∗ (N +M +K)).

Çàäà÷à K. Division

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: k.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: k.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Â X-ëÿíäèè åñòü N ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äî-
ðîãàìè. Äîðîã âñåãî N − 1 øòóê è ïðîâåäåíû îíè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
èç êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî äîñòèãíóòü ëþáîé äðóãîé ãîðîä íàïðÿìóþ
èëè ïîñðåäñòâîì äðóãèõ ãîðîäîâ.

Îáèòàþùèå â ëåñàõ ðàçáîéíèêè ðåøèëè çàõâàòèòü âëàñòü â ñòðàíå. Íî
äëÿ íà÷àëà îíè õîòÿò çàâëàäåòü îäíèì ãîðîäîì. Åñòåñòâåííî, ÷òî ìåæäó
òåìè ãîðîäàìè, ïóòü ìåæäó êîòîðûìè ïðîëåãàë ÷åðåç çàõâà÷åííûé ãîðîä,
ñîîáùåíèå ïðîïàä¼ò. Òàêèì îáðàçîì, ñòðàíà ðàçäåëèòñÿ íà íåñêîëüêî ÷à-
ñòåé, ïî íåñêîëüêî ãîðîäîâ â êàæäîé.

Öåëü ðàçáîéíèêîâ � çàõâàòèòü òàêîé ãîðîä, êîòîðûé ðàçîáü¼ò X-ëÿíäèþ
íà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé. Åñëè òàêèõ ãîðîäîâ íåñêîëüêî, îíè õî-
òÿò âûáðàòü òîò, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò êîëè÷åñòâî ãîðîäîâ â ñàìîé áîëü-
øîé ÷àñòè. Åñëè âñ¼ åù¼ îñòà¼òñÿ íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé, îíè õîòÿò ìè-
íèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî ãîðîäîâ âî âòîðîé ïî ðàçìåðó ÷àñòè, è òàê äàëåå.
Íàéäèòå îïòèìàëüíûé ïëàí çàõâàòà.

Îãðàíè÷åíèÿ

2 ≤ N ≤ 100 000.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî ãîðîäîâ N . Äàëåå
ñëåäóåò (N−1) ñòðîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïî äâà ÷èñëà � íîìåðà
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ãîðîäîâ, êîòîðûå ñîåäèíÿåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ äîðîãà.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âûâåäèòå ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé
K. Äàëåå âûâåäèòåK ñòðîê, ïî îäíîìó ÷èñëó íà êàæäîé � ðàçìåðû ÷àñòåé,
óïîðÿäî÷åííûå îò áîëüøåãî ê ìåíüøåìó.

Ïðèìåðû

k.in k.out
8
1 2
2 3
2 4
5 4
7 8
7 4
6 5

3
3
2
2

Ïîÿñíåíèå

Çàõâàòèâ ãîðîä �4, ðàçáîéíèêè ðàçîáüþò ñòðàíó íà 3 ÷àñòè: {1,2,3},
{5,6}, {7,8}. Òàêæå 3 ÷àñòè ïîëó÷àåòñÿ, åñëè çàõâàòèòü ãîðîä �2, íî òîãäà
îäíà èç ÷àñòåé áóäåò ñîäåðæàòü 5 ãîðîäîâ.
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Ðàçáîð çàäà÷è K. Division

Ïåðåâîäÿ óñëîâèå çàäà÷è íà ÿçûê òåîðèè ãðàôîâ, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùåå: äëÿ äàííîãî äåðåâà, íàéòè âåðøèíó ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ, äëÿ
êîòîðîé óïîðÿäî÷åííûé â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ ñïèñîê ðàçìåðîâ êîì-
ïîíåíòîâ, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè å¼ óäàëåíèè èç äåðåâà, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
ìèíèìàëåí.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ âèäîèçìåíåííûì ïîèñêîì â
ãëóáèíó. Ïóñêàé âåðøèíà èíôîðìèðóåò ñâîåãî íåïîñðåäñòâåííîãî ðîäèòå-
ëÿ î ðàçìåðå ïîääåðåâà, êîðíåì êîòîðîãî îíà ÿâëÿåòñÿ. Òîãäà äëÿ êàæ-
äîé âåðøèíû, îáîéäÿ âñåõ å¼ äåòåé, ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ñïèñîê ðàçìåðîâ
êîìïîíåíòîâ, íà êîòîðûå îíà äåëèò äàííûé ãðàô. Ýòèìè ÷èñëàìè áóäóò
ïîëó÷åííûå îò äåòåé ðàçìåðû èõ ïîääåðåâüåâ, ïëþñ îäíî ÷èñëî - êîëè÷å-
ñòâî âåðøèí, íå âîøåäøèõ â ïîääåðåâî äàííîé âåðøèíû, à ñîîòâåòñòâåííî
îñòàâøèõñÿ âûøå íå¼ â íàøåì äåðåâå. Ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî N − k, ãäå
k−ðàçìåð ïîääåðåâà ñ êîðíåì â äàííîé âåðøèíå. Åäèíñòâåííûé ñëó÷àé,
êîãäà ýòî ÷èñëî ðàâíî 0 è åãî ó÷èòûâàòü íå íóæíî - äëÿ êîðíåâîé âåðøè-
íû ïîèñêà â ãëóáèíó. Ïîëó÷èâ ñïèñîê ðàçìåðîâ êîìïîíåíòîâ, îòñîðòèðóåì
åãî è îáíîâèì òåêóùèé îòâåò, åñëè äàííàÿ âåðøèíà åãî óëó÷øàåò.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà
ñëèøêîì âåëèêà: äëÿ êàæäîé âåðøèíû, ìû ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèé åé
ñïèñîê êîìïîíåíòîâ (êîòîðûõ â õóäøåì ñëó÷àå N − 1) è åù¼ è ñîðòèðóåì
åãî. Òåì íå ìåíåå, òàê êàê êàæäûé êîìïîíåíò â ñïèñêå ñîîòâåòñòâóåò îäíî-
ìó ðåáðó, â ñóììå èõ ïîëó÷èòñÿ 2 ∗ (N − 1), à ñëîæíîñòü àëãîðèòìà òàêèì
îáðàçîì âûðàæàåòñÿ êàê O(N ∗ logN).

Çàäà÷à L. Prime Distance

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: l.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: l.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äàâàéòå îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå îò öåëîãî N > 1 äî ïðîñòîãî ÷èñëà êàê
ôóíêöèþ:

F (N) =

{
0, åñëè N ïðîñòîå ÷èñëî.

F (ñóììà âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé N) + 1, åñëè N ñîñòàâíîå.

Íàéäèòå F (N) äëÿ äàííîãî N .
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Îãðàíè÷åíèÿ

2 ≤ N ≤ 1 000 000 000.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Åäèíñòâåííàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò öåëîå ÷èñëî N .

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå ÷èñëî F (N).

Ïðèìåðû

l.in l.out
28 2

100 1

Ïîÿñíåíèå

×èñëî 28 = 2 · 2 · 7, ñëåäîâàòåëüíî îíî ñîñòàâíîå è F (28) = F (2 + 7) + 1.
2 + 7 = 9 = 3 · 3, ñëåäîâàòåëüíî îíî òàêæå ñîñòàâíîå è F (9) = F (3) + 1. 3
ïðîñòîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâåííî F (3) = 0, F (9) = 1, F (28) = 2.

100 = 2 · 2 · 5 · 5 => F (100) = F (2 + 5) + 1 = F (7) + 1 = 1.

Ðàçáîð çàäà÷è L. Prime Distance

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî íàó÷èìñÿ íàõîäèòü ïðîñòûå äåëèòåëè äàííîãî N çà
âðåìÿ O(

√
N). Äëÿ ýòîãî ïðîéä¼ì ïî ÷èñëàì îò 2 äî

√
N âêëþ÷èòåëüíî

è ïðîâåðèì äëÿ êàæäîãî, äåëèò ëè îíî N . Åñëè äåëèò, òî ñîõðàíèì ýòîò
äåëèòåëü è ïîäåëèì N íà íåãî ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî ïîëó÷èòñÿ. Ýòî äåëåíèå
îáåñïå÷èâàåò, ÷òî êàæäûé íàéäåííûé äåëèòåëü áóäåò ïðîñòûì. Åñëè ïîñëå
îáõîäà âñåõ óêàçàííûõ ÷èñåë ìû íå íàøëè äåëèòåëåé, òî N - ïðîñòîå ÷èñëî.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, N , î÷åâèäíî, ñîñòàâíîå. Åñëè ïîñëå âñåõ äåëåíèé îíî
âñ¼ åù¼ áîëüøå 1, òî îíî ðàâíî ïîñëåäíåìó ïðîñòîìó äåëèòåëþ è åãî òîæå
íóæíî ó÷åñòü.

Ðåøàòü çàäà÷ó ìîæíî ïðîñòî ñèìóëÿöèåé ïðîöåññà íàõîæäåíèÿ çíà÷å-
íèé F , êàê îïèñàíî â ïðèìåðàõ. ×òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî ðàáîòàåò äîñòà-
òî÷íî áûñòðî, ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè ñóììû ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
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äåëèòåëåé. Â õóäøåì ñëó÷àå, èõ ñóììà ðàâíà (N2 + 2), åñëè N ðàâíî ïðîèç-
âåäåíèþ äâóõ è íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áîëüøèõ
N ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ÷èñëî óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà. Ïîýòîìó ìîæíî ãðóáî
îöåíèòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå F êàê logN . Âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè
âñåãî àëãîðèòìà ïîëó÷àåòñÿ O(logN ∗

√
N), ÷òî âïîëíå äîñòàòî÷íî ïðè

äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ.

Çàäà÷à M. Octal Game

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: m.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: m.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Âîñüìåðè÷íûå (octal) èãðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáøèðíûé êëàññ ðàâíî-
ïðàâíûõ èãð. Äëÿ íèõ âûðàáîòàí ñïåöèàëüíûé âîñüìåðè÷íûé êîä, ïîçâî-
ëÿþùèé êîìïàêòíî ïðåäñòàâèòü ïðàâèëà èãðû. Â îáùåì ñëó÷àå â âîñüìå-
ðè÷íóþ èãðó èãðàþò äâîå, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè. Ó íèõ èìååòñÿ íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî êàìíåé, ñëîæåííûõ â êó÷êè. Õîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîâåäå-
íèå îäíîé èç ñëåäóþùèõ òðåõ îïåðàöèé íàä êàêîé-ëèáî îäíîé êó÷êîé:

1. Çàáðàòü âñå êàìíè èç êó÷êè, îïóñòîøàÿ å¼.

2. Çàáðàòü ÷àñòü êàìíåé èç êó÷êè, ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøàÿ å¼ ðàçìåð.

3. Çàáðàòü ÷àñòü êàìíåé èç êó÷êè, à îñòàâøèåñÿ ðàçäåëèòü íà äâå íåïó-
ñòûå êó÷êè.

Âñå îñòàëüíûå êó÷êè îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé â òå÷åíèå õîäà. Èãðîê, êî-
òîðûé äåëàåò ïîñëåäíèé õîä, ïîáåæäàåò. Âîñüìåðè÷íûé êîä ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âîñüìåðè÷íóþ äðîáü �0.d1d2d3d4 . . . �, ãäå öèôðà di îáîçíà÷àåò, êàêèå
èç òðåõ âûøåîïèñàííûõ îïåðàöèé èãðîê ìîæåò âûïîëíèòü íàä êó÷êîé, çà-
áèðàÿ èç íå¼ i êàìíåé. Êîíêðåòíî, di ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó A, B è C,
âû÷èñëÿåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� A ðàâíî 1, åñëè ìîæíî âûïîëíèòü îïåðàöèþ (1), òî åñòü âçÿòü âñå
êàìíè èç êó÷êè âåëè÷èíû i, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

�� B ðàâíî 2, åñëè ìîæíî âûïîëíèòü îïåðàöèþ (2), òî åñòü óìåíüøèòü
ðàçìåð êó÷êè èç i+x êàìíåé äî x, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

� C ðàâíî 4, åñëè ìîæíî âûïîëíèòü îïåðàöèþ (3), òî åñòü âçÿòü èç êó÷êè
i êàìíåé, à îñòàâøèåñÿ êàìíè ðàçäåëèòü íà äâå íåïóñòûå êó÷êè, è 0 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Âàì äà¼òñÿ âîñüìåðè÷íûé êîä, îïèñûâàþùèé íåêóþ èãðó. Êîä ìîæåò
áûòü ïåðèîäè÷åñêèì (ñì. ïðèìåð �2). Äàëåå äà¼òñÿ íåñêîëüêî ñèòóàöèé
(êîëè÷åñòâî êó÷åê â èãðå è ðàçìåð êàæäîé èç íèõ), äëÿ êàæäîé èç êî-
òîðûõ âû äîëæíû îïðåäåëèòü, êòî âûèãðûâàåò ïðè îïòèìàëüíîé èãðå ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì âîñüìåðè÷íûì êîäîì � íà÷èíàþùèé èãðó èëè åãî ïðî-
òèâíèê.

Îãðàíè÷åíèÿ

Äëèíà âîñüìåðè÷íîãî êîäà íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü 500. Êîëè÷åñòâî ñè-
òóàöèé âî âõîäíîì ôàéëå íå áóäåò ïðåâûøàòü 100. Êîëè÷åñòâî êó÷åê â
êàæäîé ñèòóàöèè íå áóäåò ïðåâûøàòü 100. Ðàçìåð êàæäîé êó÷êè âî âõîä-
íîì ôàéëå áóäåò ìåæäó 1 è 500.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò âîñüìåðè÷íûé êîä èãðû.
Íåïåðèîäè÷åñêèé êîä áóäåò çàäàí â âèäå �0.abcd. . . �, à ïåðèîäè÷åñêèé �
�0.abcd. . . (efg. . . )�. Âòîðàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ÷èñëî T - êîëè÷åñòâî ñèòóà-
öèé, êîòîðûå âàì ïðåäñòîèò îáðàáîòàòü. Êàæäàÿ èç ñëåäóþùèõ T ñòðîê
îïèñûâàåò îäíó ñèòóàöèþ. Ïåðâîå ÷èñëî â êàæäîé ñòðîêå ñîîòâåòñòâóåò
êîëè÷åñòâó êó÷åê, à äàëåå ñëåäóþò ðàçìåðû êó÷åê.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Äëÿ êàæäîé ñèòóàöèè, âûâåäèòå îäíó ñòðîêó ñ íàäïèñüþ �First�, åñëè
ïðè îïòèìàëüíîé èãðå ïîáåæäàåò íà÷èíàþùèé èãðó, è �Second� â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå.

Ïðèìåðû

m.in m.out
0.77
3
3 5 10 8
3 7 6 4
6 1 2 3 4 5 6

First
Second
First

Ïîÿñíåíèå

Êîä 0.77 îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîì õîäå èãðîê ìîæåò âçÿòü èç êó÷êè

170 Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.



Äåíü Ýëüäàðà Áîãäàíîâà è Àíäðåÿ Ëóöåíêî

ðîâíî 1 èëè 2 êàìíÿ áåç äðóãèõ îãðàíè÷åíèé. Ïåðâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
Ãðàíäè äëÿ ýòîé èãðû âûãëÿäÿò òàê:

Value Grundy Number
0 0
1 1
2 2
3 3
4 1
5 4
6 3
7 2
8 1
9 4
10 2

Ïðèìåðû

m.in m.out
0.03(12)
3
1 4
3 9 3 5
3 8 2 5

Second
First
Second

Ïîÿñíåíèå

Ðàñêðûâàÿ ïåðèîä, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âîñüìåðè÷íûé êîä:
0.03121212. . . Ñîîòâåòñòâåííî, áðàòü ðîâíî 1 êàìåíü èç êó÷åê çàïðåùåíî;
âçÿâ 2 êàìíÿ, íåëüçÿ ðàçáèâàòü îñòàâøóþñÿ êó÷êó íà äâå ÷àñòè, âçÿòü 3,
5, 7, . . . êàìíåé ìîæíî òîëüêî èç êó÷êè, ñîäåðæàùåé ðîâíî ñòîëüêî êàì-
íåé (òî åñòü çàáðàòü âñå); à âçÿòü 4, 6, 8, . . . êàìíåé ìîæíî òîëüêî åñëè â
êó÷êå åù¼ îñòàþòñÿ êàìíè, ïðè÷¼ì ðàçáèâàòü îñòàâøèåñÿ íà äâå ÷àñòè íå
ïîçâîëåíî.

Ðàçáîð çàäà÷è M. Octal Game

Ïåðâûì øàãîì â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïîäñ÷¼ò çíà÷åíèé ôóíê-
öèè Ãðàíäè. Òàê êàê âî âñåõ ïðåäëàãàþùèõñÿ ñèòóàöèÿõ ðàçìåðû êó÷åê íå
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ïðåâîñõîäÿò 500, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü âïëîòü äî ýòîãî ÷èñëà
çà êóáè÷åñêîå âðåìÿ: äëÿ êàæäîãî i, ïîïûòàòüñÿ âçÿòü èç êó÷êè âåëè÷èíîé
i âñå êàìíè, åñëè ýòî ïîçâîëåíî äàííûì âîñüìåðè÷íûì êîäîì, ïîïûòàòüñÿ
âçÿòü j < i êàìíåé, è ïîïûòàòüñÿ âçÿòü j < i − 1 êàìíåé, à îñòàâøèåñÿ
êàìíè ðàçäåëèòü íà äâå íåïóñòûå êó÷êè - åñëè ýòè îïåðàöèè äîçâîëåíû
êîäîì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî j. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Ãðàíäè, êîòîðîå íå
áûëî äîñòèãíóòî ñ ïîìîùüþ äîçâîëåííûõ îïåðàöèé äëÿ äàííîãî i, áóäåò
çíà÷åíèåì ôóíêöèè äëÿ i.

Ïðîñ÷èòàâ ôóíêöèþ Ãðàíäè, îñòà¼òñÿ ââåñòè ñèòóàöèè è äëÿ êàæ-
äîé èç íèõ îïðåäåëèòü, ïðîèãðûøíàÿ îíà èëè âûèãðûøíàÿ. Íàïîìíþ,
÷òî ñèòóàöèÿ ïðîèãðûøíàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
F (N1)⊕ F (N2)⊕ . . .⊕ F (NL) = 0, ãäå N1, . . . , NL - ðàçìåðû êó÷åê.
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Äåíü ïÿòûé (23.02.2010ã).
Êîíòåñò Èëüè Ïîðóáë¼âà è êîìàíäû ×ÍÓ

Îá àâòîðå...

Ïîðóáë¼â Èëüÿ Íèêîëàåâè÷

� âûïóñêíèê êàôåäðû ÒÊ ôàêóëüòåòà
êèáåðíåòèêè Êèåâñêîãî óíèâåðñèòåòà;

�� ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü ×åðêàññêîãî
óíèâåðñèòåòà;

� àâòîð íåêîòîðûõ çàäà÷ è ÷ëåí æþðè
øêîëüíûõ ÷åðêàññêèõ îáëàñòíûõ è ãî-
ðîäñêèõ îëèìïèàä, îëèìïèàäû NetOI,
Âñåóêðàèíñêèõ îëèìïèàä ïî èíôîðìà-
òèêå 2003�2005 ãã.;

� îäèí èç àâòîðîâ êíèãè �Àëãîðèòìû è
ïðîãðàììû. Ðåøåíèå îëèìïèàäíûõ çà-
äà÷�.

Êîìàíäà ×åðêàññêîãî óíèâåðñèòåòà:

� ñòóäåíò 3-ãî êóðñà, ïðèçåð Âñåóêðàèíñêîé îëèìïèàäû ïî èíôîðìàòèêå
2006ã. è NetOI-2006 ×åðíåíêî Ðîìàí Âÿ÷åñëàâîâè÷

�� ñòóäåíò 1-ãî êóðñà, ïðèçåð XV êîìïëåêñíîé îëèìïèàäû �Òóðíèð ÷åì-
ïèîíîâ�, íåîäíîêðàòíûé ïðèçåð Âñåóêðàèíñêèõ îëèìïèàä ïî ôèçèêå,
ïðèçåð Âñåóêðàèíñêîé îëèìïèàäû ïî èíôîðìàòèêå 2008ã. Ðàä÷åíêî
Èãîðü Âëàäèìèðîâè÷

� ñòóäåíò 4-ãî êóðñà Ðåãåíò Êîíñòàíòèí Âàëåðèåâè÷
Ïðè ðàçðàáîòêå çàäàíèé äíÿ èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå èäåè, ïðåäëîæåí-

íûå Ïîëèùóêîì Åâãåíèåì Þðüåâè÷åì, ó÷åíèêîì 11 êëàññà ×åðêàññêîãî
ôèç.-ìàò. ëèöåÿ, îáëàäàòåëåì ïåðâûõ äèïëîìîâ Âñåóêðàèíñêèõ îëèìïèàä
ïî èíôîðìàòèêå 2008 è 2009 ãã., ïðèç¼ðîì êîìïëåêñíîé îëèìïèàäû �Òóð-
íèð ÷åìïèîíîâ� â íîìèíàöèÿõ �ìàòåìàòèêà�, �èíôîðìàòèêà� è �êîìïëåêñ�.
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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììè-
ðîâàíèå è äðóãèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ
çàäà÷

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ÄÏ) � îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ øèðî-
êîãî êëàññà çàäà÷, ãëàâíûì îáðàçîì îïòèìèçàöèîííûõ. ÄÏ çàäà¼ò îáùåå
íàïðàâëåíèå àëãîðèòìà, íî íå ïîäðîáíîñòè.

Ðàññìîòðèì î÷åíü ïðîñòîé ïðèìåð � çàäà÷ó ¾Èãðà¿ (îëèìïèàäà
12.11.2005 íà neerc.ifmo.ru/school/io, òåêñò ñîêðàù¼í).

Ïðèìåð:
Ãåðîé ïðûãàåò ïî ïëàòôîðìàì, âèñÿùèì â âîçäóõå. Îí äîëæåí ïåðå-

áðàòüñÿ îò îäíîãî êðàÿ ýêðàíà äî äðóãîãî. Ïðè ïðûæêå ñ ïëàòôîðìû íà
ñîñåäíþþ, ó ãåðîÿ óõîäèò |y2 − y1| ýíåðãèè, ãäå y1 è y2 � âûñ�îòû ýòèõ
ïëàòôîðì. Ñóïåðïðè¼ì ïîçâîëÿåò ïåðåñêî÷èòü ÷åðåç ïëàòôîðìó, íî íà ýòî
çàòðà÷èâàåòñÿ 3 · |y3 − y1| ýíåðãèè.

Èçâåñòíû âûñ�îòû ïëàòôîðì â ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî. Íàéäèòå ìèíè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, äîñòàòî÷íîå, ÷òîáû äîáðàòüñÿ ñ 1-é ïëàòôîð-
ìû äî n-é (ïîñëåäíåé).

Äëÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ÄÏ ââåä¼ì ñåðèþ ïîäçàäà÷ ¾Ñêîëüêî ýíåðãèè
E(i) íåîáõîäèìî, ÷òîáû äîáðàòüñÿ ñ 1-é ïëàòôîðìû äî i-é?¿ (1 6 i 6 n).
Èñêîìóþ ýíåðãèþ äëÿ êàæäîé ñëåäóþùåé ïëàòôîðìû ìîæíî ïîëó÷àòü,
îïèðàÿñü íà èçâåñòíûå ýíåðãèè äëÿ ïðåäûäóùèõ:

E(i) = min︸︷︷︸
ëó÷øèé èç 2-õ ñïîñîáîâ

{
äîñòè÷ü (i− 1)-é ïëàòôîðìû︷ ︸︸ ︷

E(i− 1) +

è ïåðåïðûãíóòü ñ íå¼ íà i-þ︷ ︸︸ ︷
|yi − yi−1|, E(i− 2)︸ ︷︷ ︸
äîñòè÷ü (i− 2)-é ïëàòôîðìû

+ 3 · |yi − yi−2|︸ ︷︷ ︸
è ïåðåïðûãíóòü ñ íå¼ íà i-þ

}, (1)

Òðèâèàëüíûå ïîäçàäà÷è èìåþò ðåøåíèÿ E(1) = 0 (äâèãàòüñÿ íå íàäî) è
E(2) = |y2 − y1| (âîçìîæåí òîëüêî ïðûæîê ñ 1-é).

Êîãäà íóæíî íàéòè íå òîëüêî ìèíèìàëüíîå ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ýíåð-
ãèè, à è îïòèìàëüíûé ìàðøðóò (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïëàòôîðì), èñïîëüçó-
þò îáðàòíûé õîä. Èñõîäÿ èç E(n), E(n−1) è E(n−2), ìîæíî îïðåäåëèòü,
ñ êàêîé èìåííî ïëàòôîðìû (ïîñëåäíåé èëè ïðåäïîñëåäíåé) ïðîèçîø¼ë ïî-
ñëåäíèé ïðûæîê îïòèìàëüíîãî ìàðøðóòà. Ïîòîì àíàëîãè÷íî óçíà¼ì, îò-
êóäà ïðîèçîø¼ë ïðåäïîñëåäíèé ïðûæîê, è òàê äî ñàìîãî íà÷àëà.

×òîáû óïðîñòèòü îáðàòíûé õîä, ìîæíî ïðè ðåøåíèè íåòðèâèàëüíûõ
ïîäçàäà÷ çàïîìèíàòü íå òîëüêî îïòèìàëüíûé îòâåò, à è âûáîð, ïðè êîòîðîì
îí áûë äîñòèãíóò. Èíîãäà, ÷òîáû íå �ðàçâîðà÷èâàòü� ðåçóëüòàò îáðàòíîãî
õîäà, ðåàëèçóþò ñàìî ÄÏ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè (òðèâèàëüíûå ïîäçàäà÷è
� êàê íàèáîëåå ýêîíîìíî äîïðûãàòü äî êîíöà ñ n-é è (n−1)-é ïëàòôîðì,
öåëåâàÿ çàäà÷à � êàê äîïðûãàòü äî êîíöà ñ 1-é ïëàòôîðìû).
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Äëÿ àíàëèçà ïðèìåíèìîñòè è öåëåñîîáðàçíîñòè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ñëåäóåò ïðîâåðÿòü òàêèå óñëîâèÿ:

1. Â çàäà÷å ìîæíî âûäåëèòü îäíîòèïíûå ïîäçàäà÷è ðàçíûõ ðàçìåðîâ.

2. Ñðåäè âûäåëåííûõ ïîäçàäà÷ åñòü òðèâèàëüíûå, èìåþùèå ìàëûé ðàç-
ìåð è î÷åâèäíîå ðåøåíèå.

3. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîäçàäà÷è áîëüøåãî ðàçìåðà ìîæíî ïîñòðîèòü
èç îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ìåíüøèõ ïîäçàäà÷ (÷àñòî ãîâîðÿò ¾ó îïòè-
ìàëüíî ðåøåííîé çàäà÷è âñå ïîäçàäà÷è ðåøåíû îïòèìàëüíî¿).

4. Îäíè è òå æå íåòðèâèàëüíûå ìåíüøèå ïîäçàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ïðè
ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ á�îëüøèõ ïîäçàäà÷ (ïîäçàäà÷è ïåðåêðûâàþòñÿ).

5. Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäçàäà÷ ðàçóìíî, è äëÿ çàïîìèíàíèÿ ðåçóëü-
òàòîâ íóæíî íå ñëèøêîì ìíîãî ïàìÿòè.

Èçíà÷àëüíàÿ çàäà÷à íå îáÿçàíà áûòü îäíîé èç ïîäçàäà÷ ñåðèè � äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ ìîæíî áûëî ðåøèòü, îïèðàÿñü íà ðåøåíèÿ îäíîé
èëè íåñêîëüêèõ ïîäçàäà÷. Äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ìîæíî âûäåëèòü ñðàçó
íåñêîëüêî ðàçíûõ ñåðèé, è íóæíî ãðàìîòíî âûáðàòü ïðàâèëüíûé è ïî âîç-
ìîæíîñòè ýôôåêòèâíûé ñïîñîá.

Ïðîâåðêà ï. 3 � ãëàâíûé ýòàï â àíàëèçå ïðèìåí�èìîñòè ÄÏ ê çàäà÷å, è
çà÷àñòóþ òðåáóåò îñîáîãî âíèìàíèÿ. Äàæå â çàäà÷å ¾Èãðà¿ àðãóìåíòàöèÿ
ïðàâèëüíîñòè óðàâíåíèÿ (1) âîîáùå-òî òðåáóåò, êðîìå ïðèâåä¼ííûõ ïîÿñ-
íåíèé åãî ÷àñòåé, åù¼ òð¼õ ôàêòîâ. Áóäåò ëè ãåðîé ïðûãàòü ñ íåêîòîðîé
ïëàòôîðìû äàëüøå èëè òàì è çàêîí÷èò ìàðøðóò íå âëèÿåò íà òî, êàêîé
ìàðøðóò, äîñòèãàþùèé ýòîé ïëàòôîðìû, òðåáóåò áîëüøå ýíåðãèè, à êàêîé
ìåíüøå. Êîãäà ãåðîé íàõîäèòñÿ íà íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé ïëàòôîðìå,
âàðèàíòû åãî î÷åðåäíîãî ïðûæêà íå çàâèñÿò îò òîãî, êàê îí ïîïàë íà ýòó
ïëàòôîðìó. Åù¼ îäèí âàæíûé ôàêòîð(î êîòîðîì ñïåöèàëüíî íå áûëî óïî-
ìÿíóòî íà ëåêöèè ïåðåä òóðîì, äàáû ñîõðàíèòü èíòðèãó çàäà÷ I è K) � ãå-
ðîþ ãàðàíòèðîâàííî íåâûãîäíî ïðûãàòü îáðàòíî. Ïîâòîðíî ïîñåùàòü îäíó
è òó æå ïëàòôîðìó íåâûãîäíî, ò. ê. ôðàãìåíò ïóòè ìåæäó ïîñåùåíèÿìè
(òðåáóþùèé íåîòðèöàòåëüíûõ çàòðàò ýíåðãèè) âñåãäà ìîæíî �âûðåçàòü�.
Åäèíñòâåííûé (ïðè ïðûæêàõ äëèíîé íå áîëåå 2) ôðàãìåíò ïóòè, âêëþ÷àþ-
ùèé âîçâðàòû, íî íå âêëþ÷àþùèé ïîâòîðîâ � (i)→ (i+2)→ (i+1)→ (i+3),
íî îí òàêæå íåâûãîäåí, ò. ê. ñ ó÷¼òîì îáùåèçâåñòíûõ íåðàâåíñòâ |x| > 0,
|a− c|6 |a− b|+ |b− c| è ðàâåíñòâà |a− b|= |b− a| ïîëó÷àåì, ÷òî

3︸︷︷︸
=2+1

·|yi−2 − yi|+ |yi−1 − yi−2|+ 3·|yi−3 − yi−1| =

= 2· |yi−2 − yi|︸ ︷︷ ︸
>0

+ |yi − yi−2|+ |yi−2 − yi−1|︸ ︷︷ ︸
>|yi−yi−1|

+3·|yi−3 − yi−1| >

> |yi − yi−1|+ 3·|yi−3 − yi−1|,
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ò. å. âàðèàíò (i)→ (i+1)→ (i+3) áóäåò ãàðàíòèðîâàííî íå õóæå. È ðåøåíèÿ,
ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ (1), ïðàâèëüíû áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî çàäà÷à èìååò
âñå îïèñàííûå ñâîéñòâà.

Åñëè ïîäçàäà÷è íå ïåðåêðûâàþòñÿ, áåññìûñëåííî çàïîìèíàòü ïðîìåæó-
òî÷íûå ðåçóëüòàòû, è ñëåäóåò ëèáî ñ÷èòàòü ðåêóðñèâíî, ëèáî èñêàòü àëãî-
ðèòì, ðàçáèâàþùèé íà ñîâåðøåííî äðóãèå ïîäçàäà÷è èëè íå ðàçáèâàþùèé
âîîáùå. Â ëþáîì ñëó÷àå ýòî íå ÄÏ.

Àíàëîãè÷íî ñ ï. 5: åñëè ïîäçàäà÷ íàñòîëüêî ìíîãî, ÷òî íà çàïîìèíàíèå
èõ ðåçóëüòàòîâ íå õâàòàåò ïàìÿòè � çíà÷èò, ÄÏ ñ òàêîé ñåðèåé ïîäçàäà÷
íå äàñò ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà.

Â ¾Èãðå¿ min âûáèðàëñÿ èç 2-x âàðèàíòîâ. Îáû÷íî èõ áîëüøå.

Â àáçàöå åñòü áëîêè ðàçíîé âûñîòû (íàïðèìåð, îáû÷íûå ñëîâà
è ìàòåìàòè÷åñêèå ñèñòåìû). Àáçàö äëèííûé, è åãî íóæíî ðàçáèòü
íà ñòð�îêè. Âûñîòà ñòðîê�è îïðåäåëÿåòñÿ ïî íàèâûñøåìó èç áëîêîâ
â íåé. Âûñîòà àáçàöà ðàâíà ñóììå âûñîò ñòðîê. Äëèíà ñòðîê�è ðàâ-
íà ñóììàðíîé øèðèíå âêëþ÷¼ííûõ â íå¼ áëîêîâ (ïðîáåëû íå ó÷è-
òûâàåì). Ðàçáèâàòü áëîê äëÿ ïåðåíîñà ñî ñòðîê�è íà ñòðîêó íåëü-
çÿ. Èçìåíÿòü ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ áëîêîâ íåëüçÿ. Íóæíî íàéòè
òàêîå ðàçáèåíèå àáçàöà íà ñòð�îêè, ÷òîáû âûñîòà àáçàöà áûëà ìè-
íèìàëüíîé. Ìàêñèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ äëèíà ñòðîê TW è øè-
ðèíà è âûñîòà êàæäîãî áëîêà (w(i), h(i)) çàäàþòñÿ âî âõîäíûõ
äàííûõ.

Çàäà÷à ðàçáèåíèÿ íà ñòð�îêè íà ïðàêòèêå îáû÷íî ðåøàåòñÿ æàäíî (¾ðàç-
ìåùàòü â ñòðîêó âñ¼, ÷òî ïîìåùàåòñÿ, à îñòàëüíîå ïåðåíîñèòü äàëüøå¿).
Ýòî ïðîñòî è áûñòðî, íî íå âñåãäà äà¼ò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò � è â äàííîé
çàäà÷å, è â íåêîòîðûõ äðóãèõ å¼ âàðèàíòàõ.3

Ïîñòàâèì ñåðèþ ïîäçàäà÷ ¾Êàê îïòèìàëüíî ðàçáèòü íà ñòð�îêè ÷àñòü
àáçàöà ñ 1-ãî ïî i-é áëîê?¿, îáîçíà÷èâ îïòèìàëüíóþ âûñîòó T (i).

Òðèâèàëüíûìè áóäóò íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîäçàäà÷: åñëè ñóììàðíàÿ øè-
ðèíà áëîêîâ ñ 1-ãî ïî i-é ïîçâîëÿåò ðàçìåñòèòü èõ â îäíó ñòðîêó, òî íóæíî
òàê è ñäåëàòü. Âåäü åñëè âñå áëîêè ïîìåùàþòñÿ â îäíó ñòðîêó, òî âûñî-
òà àáçàöà ðàâíà âûñîòå íàèâûñøåãî áëîêà. Ïðè ëþáîì èíîì ðàçáèåíèè íà
ñòð�îêè ýòîò áëîê çàäàñò âûñîòó îäíîé èç ñòðîê, è ê íåé íàäî áóäåò ïðèáà-
âèòü âûñ�îòû îñòàëüíûõ ñòðîê. Ñòàëî áûòü,

ïðè
i∑

k=1

wk 6 TW, T (i) = max
16k6i

hk. (2)

3TEX, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñâ¼ðñòàí ýòîò ñáîðíèê, ðåøàåò å¼ êàê ðàç ÷åðåç ÄÏ, áëàãîäàðÿ ÷åìó
ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ ñòð�îêè ñ î÷åíü ðàñòÿíóòûìè ïðîáåëàìè
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Ïðè ðàçìåùåíèè i áëîêîâ â áîëåå ÷åì îäíîé ñòðîêå, íåêèé k-é áëîê
îêàçûâàåòñÿ ïîñëåäíèì â ïðåäïîñëåäíåé ñòðîêå; î÷åâèäíî, äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèÿ k < i è wk+1 + . . . +wi−1 +wi6TW (áëîêè ñ k+1-ãî ïî i-é
ïîìåùàþòñÿ â îäíó ñòðîêó). Âûñîòà ñàì�îé ïîñëåäíåé ñòðîê�è ðàâíà max

k<p6i
hp,

íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ íà ñòð�îêè ïðåäûäóùèõ áëîêîâ. Çíà÷èò,
÷åì ëó÷øå ðåøåíà k-ïîäçàäà÷à, òåì ëó÷øå áóäåò è ðåøåíèå i-ïîäçàäà÷è.
Ò. å., ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ è óðàâíåíèå ÄÏ èìååò âèä:

Ti = min
k

(
Tk + max

k<p6i
hp

)
, ïðè óñëîâèÿõ k < i è

i∑
p=k+1

wp 6 TW. (3)

Êàê âèäèì, ìèíèìóì áåð¼òñÿ íå èç íåñêîëüêèõ (çàðàíåå èçâåñòíîãî êî-
ëè÷åñòâà) âåëè÷èí, à ïåðåìåííàÿ k ïåðåáèðàåò ìíîãî çíà÷åíèé, è èç âñåõ
âîçìîæíûõ ñóìì Tk + max

k<p6i
hp âûáèðàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàïèñü (2) è (3) íåêðàñèâà, íî ðåàëèçàöèÿ ÷åðåç while
ïðîñòà. Ñêàæåì, äëÿ (2) îíà âûãëÿäèò ïðèìåðíî òàê:

max_h:=0;
i=1; sum_w:=w[1];
while (i<=N)and(sum_w<=TW) do begin
if h[i]>max_h then
max_h:=h[i];

T[i]:=max_h;
i:=i+1;
sum_w:=sum_w+w[i];

end;

¾Ëîáîâàÿ¿ ðåàëèçàöèÿ (2), èñïîëüçóþùàÿ öèêë ïî k, âîçìîæíà, íî
íå íóæí�à. Äëÿ ðåàëèçàöèè (3) íóæåí öèêë for äëÿ ïåðåáîðà i, âíóòðè
íåãî àíàëîãè÷íûé öèêë while, ïåðåáèðàþùèé k íà÷èíàÿ ñ i-1 â ñòîðîíó
óìåíüøåíèÿ, íî íèêàêîãî öèêëà ïî p.

Â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ ÄÏ áûëî îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì, íî ýòî äàëå-
êî íå âñåãäà òàê. Â çàäà÷å î ðàçáèåíèè àáçàöà ìîæíî áûëî ñäåëàòü ÄÏ îò
äâóõ ïàðàìåòðîâ (êîëè÷åñòâî ðàññòàâëåííûõ áëîêîâ è êîëè÷åñòâî çàäåé-
ñòâîâàíûõ ñòðîê), íî òàì ýòî áûëî íåâûãîäíî (ìåíåå ýôôåêòèâíî è ïðè
ýòîì ñëîæíåå äëÿ ïîíèìàíèÿ). Îäíàêî åñòü î÷åíü ìíîãî çàäà÷, ê êîòîðûì
ÄÏ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî òîëüêî ïðè óñëîâèè ìíîãîïàðàìåòðè÷íîñòè.

Äàíî àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå, ñîñòîÿùåå èç îäíîöèôðî-
âûõ (îò 0 äî 9) ÷èñåë, ìåæäó êîòîðûìè ïîñòàâëåíû çíàêè îïå-
ðàöèé ¾+¿, ¾-¿ è ¾*¿. Íóæíî âñòàâèòü â çàäàííîå âûðàæåíèå
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êðóãëûå ñêîáêè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâèëüíîå àðèôìåòè÷åñêîå
âûðàæåíèå, èìåþùåå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå.

Çàíóìåðóåì ÷�èñëà, íà÷èíàÿ ñ 0, çíàêè îïåðàöèé � ñ 1, òàê ÷òî i-ÿ îïå-
ðàöèÿ áóäåò ìåæäó (i−1)-ì è i-ì ÷èñëàìè: d0 op1 d1 op2 . . . opn dn.

×òîáû ðåøèòü öåëåâóþ çàäà÷ó, íàéä¼ì: îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ðàñ-
ñòàíîâêè ñêîáîê d0 op1 (d1 op2 d2 op3 . . . opn dn), ò. å. ïîñëåäíåé âûïîëíÿåò-
ñÿ op1, à â êàêîì ïîðÿäêå âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè cî 2-é ïî n-þ, íàäî åù¼
ðåøèòü (çà ñ÷¼ò ÷åãî è âûáðàòü îïòèìóì); îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ðàñ-
ñòàíîâêè (d0 op1 d1) op2 (d2 op3 . . . opn dn), ò. å. ïîñëåäíåé âûïîëíÿåòñÿ op2;
è ò. ä., äî (d0 op1 d1 . . . opn−1 dn−1) opn dn. Èç âñåõ ýòèõ n âàðèàíòîâ âûáåðåì
ëó÷øèé.

Êàæäîå èç ïîäâûðàæåíèé â ñêîáêàõ ëèáî óæå íå íóæäàåòñÿ â äàëüíåé-
øåé ðàññòàíîâêå ñêîáîê (íàïðèìåð, âíóòðè ¾d0 op1 d1¿), ëèáî ìîæåò áûòü
ðåøåíî ïóò¼ì òàêîãî æå ðàçáèåíèÿ íà ïîäçàäà÷è. Ò. å., ðàçíûå îäíîòèïíûå
ïîäçàäà÷è îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà÷àëîì è êîíöîì, è ðå÷ü ðàçóìíî
âåñòè îá (i, j)-ïîäçàäà÷àõ. Äëÿ âñåãî âûðàæåíèÿ â öåëîì i = 0, j = N .

Ñêàçàíî ¾îïòèìàëüíûé¿ è ¾ëó÷øèé¿, à íå ¾ìàêñèìàëüíûé¿, ïîòîìó
÷òî çíàíèå òîëüêî ìàêñèìàëüíûõ ðåøåíèé ìåíüøèõ ïîäçàäà÷ íå âñåãäà
äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ìàêñèìóì á�îëüøåé ïîäçàäà÷è. Äëÿ ñëîæåíèÿ
è âïðÿìü äîñòàòî÷íî ìàêñèìèçèðîâàòü êàæäîå èç ñëàãàåìûõ, íî äëÿ âû÷è-
òàíèÿ ýòî íå òàê: óìåíüøàåìîå äîëæíî áûòü êàê ìîæíî á�îëüøèì, à âû÷è-
òàåìîå � íàîáîðîò, êàê ìîæíî ìåíüøèì.

Âñïîìíèì, ÷òî èçíà÷àëüíàÿ çàäà÷à íå îáÿçàíà áûòü îäíîé èç çàäà÷
ñåðèè � äîñòàòî÷íî, ÷òîá å¼ ìîæíî áûëî ðåøèòü, îïèðàÿñü íà ðåøåíèÿ
îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïîäçàäà÷. Ýòî ïðèâîäèò ê èäåå ïîñòàâèòü ñåðèþ
ïîäçàäà÷ êàê ¾Íàéòè ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå EMax(i, j) è ìèíèìàëü-
íîå âîçìîæíîå EMin(i, j) çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ ðàññòàíîâêàõ ñêîáîê âíóòðè
di opi+1 . . . opj dj¿. Îïòèìóìû äëÿ ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ èìåþò âèä:

max {T (i..k−1) + T (k..j)} = EMax(i, k−1) + EMax(k, j),
min {T (i..k−1) + T (k..j)} = EMin(i, k−1) + EMin(k, j),
max {T (i..k−1)− T (k..j)} = EMax(i, k−1)− EMin(k, j),
min {T (i..k−1)− T (k..j)} = EMin(i, k−1)− EMax(k, j),

(4)

ãäå T (i..j) � ïîäâûðàæåíèå di opi+1 . . . opj dj, â êîòîðîì åù¼ íå âûáðàíà
ðàññòàíîâêà ñêîáîê, è opt (min èëè max) áåð¼òñÿ ïî âñåì ðàññòàíîâêàì.

Äëÿ óìíîæåíèÿ ñëîæíåå, ò. ê. èç-çà âû÷èòàíèé çíà÷åíèÿ ïîäâû-
ðàæåíèé ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè. Íî, îêàçûâàåòñÿ, è ìèíèìóì,
è ìàêñèìóì T (i..k−1)× T (k..j) ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ÷åòûð¼õ ïðîèçâå-
äåíèé EMax(i, k−1)×EMax(k, j), EMax(i, k−1)×EMin(k, j),
EMin(i, k−1)×EMax(k, j) è EMin(i, k−1)×EMin(k, j).
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Äîêàæåì äëÿ ìàêñèìóìà (äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ìèíèìóìà àíàëîãè÷íî).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó 〈e(i..k−1), e(k..j)〉 (ãäå e(i′..j′)� çíà÷åíèå
T (i′..j′) ïðè êàêîé-òî ðàññòàíîâêå ñêîáîê). Ìîæåò áûòü èëè e(k..j) > 0,
èëè e(k..j) < 0. Åñëè e(k..j) > 0, òî

(EMax(i, k−1)− e(i..k−1))︸ ︷︷ ︸
>0

· e(k..j)︸ ︷︷ ︸
>0

> 0,

ò. å. EMax(i, k−1) · e(k..j) > e(i..k−1) · e(k..j). Åñëè e(k..j) < 0, òî

(EMin(i, k−1)− e(i..k−1))︸ ︷︷ ︸
60

· e(k..j)︸ ︷︷ ︸
<0

> 0,

ò. å. EMin(i, k−1) · e(k..j) > e(i..k−1) · e(k..j).
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü ïðîèçâåäåíèå, íå ìåíüøåå

e(i..k−1)× e(k..j), òàêîå, ÷òî åãî ïåðâûì ìíîæèòåëåì ñòàíîâèòñÿ èëè
EMax(i, k−1), èëè EMin(i, k−1). Àíàëîãè÷íî, äàëüíåéøèé ïåðåõîä ê ïðî-
èçâåäåíèþ, ãäå âòîðûì ìíîæèòåëåì ÿâëÿåòñÿ (â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ïåð-
âîãî ìíîæèòåëÿ)EMax(k, j) èëèEMin(k, j), òàêæå íå óìåíüøèò çíà÷åíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ.

Äîêàçàííûé ôàêò íåîáõîäèì äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äàí-
íîé çàäà÷è, íî äîêàçàòåëüñòâî âàæíî åù¼ è êàê ïðèìåð ïîäõîäà ¾Äîêà-
æåì, ÷òî íèêàêîé ñïîñîá íå ìîæåò áûòü ëó÷øå ñðàçó âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ,
è ýòî äàñò íàì ïðàâî íå ïåðåáèðàòü äðóãèå ñïîñîáû¿. Ýòà èäåÿ ïðèìåíÿåòñÿ
î÷åíü øèðîêî (íå òîëüêî â ÄÏ).

Îêîí÷àòåëüíî, óðàâíåíèå ÄÏ äëÿ äàííîé çàäà÷è èìååò âèä:

EMax(i, j) = max
k : i<k6j

{max {T (i..k − 1) opk T (k..j)}} ,
EMin(i, j) = min

k : i<k6j
{min {T (i..k − 1) opk T (k..j)}} , (5)

ãäå âûðàæåíèÿ opt {Ti..k−1 opk Tk..j} ñëåäóåò ðàçâîðà÷èâàòü èëè ïî ôîðìó-
ëå (4), èëè ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì ñëåäóþùåãî ïîñëå íå¼ àáçàöà, â çàâèñè-
ìîñòè îò çíàêà îïåðàöèè opk (¾+¿, ¾-¿ èëè ¾*¿).

À ÷òî áóäåò, åñëè äîáàâèòü â çàäà÷ó äåéñòâèå äåëåíèÿ? Ìîãóò ïîÿâèòüñÿ
íåäîïóñòèìûå (èç-çà äåëåíèÿ íà 0) ðàññòàíîâêè ñêîáîê. . . Íî ýòî ìåëî÷ü.
Êàðäèíàëüíîå èçìåíåíèå çàäà÷è êðîåòñÿ â äðóãîì.

Ðàññìîòðèì max {T (i..k−1) / T (k..j)}. Ïîïûòàåìñÿ, àíàëîãè÷íî ïðîèç-
âåäåíèþ, ïîñòðîèòü íàáîð âûðàæåíèé, ñðåäè êîòîðûõ ãàðàíòèðîâàííî áó-
äåò ìàêñèìóì ÷àñòíîãî. Ñðåäè íèõ íåñîìíåííî äîëæåí áûòü ñëó÷àé, êîãäà
äåëèìîå � êàê ìîæíî á�îëüøåå íåîòðèöàòåëüíîå, à äåëèòåëü � ïî âîçìîæ-
íîñòè ìåíüøèé ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé.
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Íî ðåøèòåëüíî íåïîíÿòíî, êàê èñêàòü òàêóþ îöåíêó äëÿ äåëèòåëÿ. Ïî-
ïûòêà äîïîëíèòåëüíî ðàñøèðèòü ñåðèþ ïîäçàäà÷, ââåäÿ êðîìå EMax(i, j)
è EMin(i, j) òàêæå ìèíèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå EMinPos(i, j) è ìàê-
ñèìàëüíîå îòðèöàòåëüíîå EMaxNeg(i, j), íå ïðèâîäèò ê óñïåõó. Ïóñòü â
(i, j)-ïîäçàäà÷å îïåðàöèÿ opk, i < k6 j, ÿâëÿåòñÿ âû÷èòàíèåì. ×òîáû ïî-
ñòðîèòü EMinPos(i, j) è EMaxNeg(i, j), íóæíî ðàññìîòðåòü â ò. ÷. è ñè-
òóàöèþ, êîãäà ñêîáêè ðàññòàâëåíû (T (i..k−1)) − (T (k..j)). Ðàçíîñòü áóäåò
áëèæàéøåé ê íóëþ, íî íå íóëåì, êîãäà óìåíüøàåìîå è âû÷èòàåìîå êàê
ìîæíî áëèæå äðóã ê äðóãó, íî íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Äëÿ òàêîãî êðè-
òåðèÿ íåëüçÿ ïðîâåñòè îïòèìèçàöèè (i, k−1)-ïîäçàäà÷è è (k, j)-ïîäçàäà÷è
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Çíà÷èò � íàðóøàåòñÿ ïðèíöèï îïòèìàëüíî-
ñòè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ò. å. ýòó çàäà÷ó íåâîçìîæíî ðåøèòü
ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèé âûøåèçëîæåííîãî àëãîðèòìà ÄÏ.

Ïðè ðåàëèçàöèè âûøåèçëîæåííîãî àëãîðèòìà (äëÿ ¾+¿, ¾-¿ è ¾*¿) ìî-
æåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: â êàêîì ïîðÿäêå ðåøàòü ïîäçàäà÷è, ÷òîáû èçáå-
æàòü ñèòóàöèé, êîãäà äëÿ ðåøåíèÿ á�îëüøåé ïîäçàäà÷è íóæíî ðåøåíèå
ìåíüøåé, à ýòà ìåíüøàÿ åù¼ íå ðåøåíà. Ïðåäñòàâèì ãðàôè÷åñêè, êàê îò-
âåòû ïîäçàäà÷ ðàçìåùàþòñÿ â äâóìåðíîì ìàññèâå. Òðèâèàëüíûå ïîäçàäà-
÷è çàéìóò ãëàâíóþ äèàãîíàëü4. Ïîäçàäà÷à, îõâàòûâàþùàÿ âåñü äèàïàçîí
(â äàííîì ñëó÷àå (0, n)), èç êîòîðîé è áóäåò ïîëó÷åí îòâåò èçíà÷àëüíîé
çàäà÷è, îêàæåòñÿ ¾óãëîâîé¿ ïðàâîé-âåðõíåé.

0
1

n−2
n−1
n

0 1 2 n
0
1

n−2
n−1
n

0 1 2 nÊëàññè÷åñêèé ïîðÿäîê � ïî ëèíèÿì, ïà-
ðàëëåëüíûì ãëàâíîé äèàãîíàëè (ñì. ëåâûé
ðèñ.). Ñíà÷àëà ðåøàþò âñå (i, i+1)-ïîäçà-
äà÷è (äëèíû 2), ïîòîì âñå (i, i+2) (äëèíû 3),
è ò. ä. Íåêîòîðûå àëãîðèòìû (äëÿ íåêîòî-
ðûõ äðóãèõ çàäà÷) òðåáóþò èìåííî òàêîãî
ïîðÿäêà.5 Íî êîãäà ýòî ñâîéñòâî íå òðåáóåòñÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíåå ïî-
ðÿäîê, èçîáðàæ¼ííûé íà ïðàâîì ðèñ. (ñòð�îêè ñíèçó ââåðõ, âíóòðè ñòðîê
ñëåâà íàïðàâî) èëè ñèììåòðè÷íûé åìó (ñòîëáèêè ñëåâà íàïðàâî, âíóòðè
ñòîëáèêîâ ñíèçó ââåðõ).

Äëÿ ìíîãèõ àëãîðèòìîâ ÄÏ âîçìîæíî çàâåñòè ãëîáàëüíóþ òàáëèöó äëÿ
õðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ è ðåàëèçîâàòü ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðè
âûçîâå áóäåò ñíà÷àëà ñìîòðåòü ïî ýòîé òàáëèöå, ðåøàëè ëè ýòó ïîäçà-
äà÷ó ðàíüøå, è åñëè ðåøàëè, òî áðàòü ãîòîâûé îòâåò, à åñëè íå ðåøàëè

4âîçìîæíî, åù¼ ñîñåäíþþ ñ íåé ëèíèþ ýëåìåíòîâ âèäà (i, i+1); â äàííîé çàäà÷å ñïîðíûé âîïðîñ,
óäîáíåå ëè ñ÷èòàòü (i, i+1)-ïîäçàäà÷è òðèâèàëüíûìè èëè ðåøàòü ïî îáùåé ôîðìóëå (5), âûïîëíÿÿ â
öèêëå ïåðåáîðà k ëèøü îäíó èòåðàöèþ

5íàïðèìåð, â çàäà÷å Wiercenia (Drilling) êîíêóðñà Potyczki Algorytmiczne 2009 (ñì.
www.konkurs.adb.pl) äëÿ î÷åâèäíîé ðåàëèçàöèè ñî ñëîæíîñòüþ θ(n3) ïîðÿäîê ðåøåíèÿ ïîäçà-
äà÷ áåçðàçëè÷åí, íî åñëè èõ ðåøàòü â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðîâ, ìîæíî óìåíüøèòü âðåìÿ ðàáîòû
äî O(n2 log n) èëè θ(n2)
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� äåéñòâîâàòü êàê îáû÷íàÿ ðåêóðñèÿ , ïîñëå ÷åãî çàïîìèíàòü ðåçóëüòàò
â òîé æå òàáëèöå. Òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèÿ ñ çàïîìèíàíèÿìè
(àíãë. memorized recursion).

Ðåêóðñèÿ ñ çàïîìèíàíèÿìè îáû÷íî ðàáîòàåò ìåäëåííåå, ÷åì àíàëîãè÷-
íûé àëãîðèòì, çàïîëíÿþùèé òàáëèöó èòåðàöèîííî. Íî ýòà ðàçíèöà îáû÷-
íî íåâåëèê�à, à èíîãäà ðåêóðñèÿ ñ çàïîìèíàíèÿìè áûñòðåå. Íàïðèìåð, åñëè
îñîáåííîñòè àëãîðèòìà ïîçâîëÿþò, ïðîàíàëèçèðîâàâ ðåçóëüòàòû ÷àñòè ðå-
êóðñèâíûõ âûçîâîâ, óâèäåòü, ÷òî îñòàëüíûå âûçîâû óæ�å íå íóæí�û, è òàêèì
îáðàçîì ðåøàòü íå âñå ïîäçàäà÷è.

Ãîâîðÿ î ðåêóðñèè ñ çàïî-
ìèíàíèÿìè, ñëåäóåò óïîìÿ-
íóòü âàðèàíò å¼ ðåàëèçàöèè,
ïîêà ÷òî ïî÷òè íå ðàññìîò-
ðåííûé â îôèöèàëüíîé ïå-
÷àòíîé ëèòåðàòóðå, íî øè-
ðîêî èñïîëüçóåìûé íà ñî-
ðåâíîâàíèÿõ.

Íà ðèñ. èçîáðàæ¼í ïðè-
ìåð íà÷àëüíîé ïîçèöèè ïà-
ñüÿíñà ¾Fourteen¿. Çà îäèí
õîä ìîæíî ñíÿòü ëþáûå äâå
âåðõíèå êàðòû, ñóììà êîòî-
ðûõ ðàâíà 14 (òóç (A) ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì 1, âàëåò (J) � 11, äàìà (Q) � 12,
êîðîëü (K) � 13). Èç èçîáðàæ¼ííîé ïîçèöèè âîçìîæíû òðè âàðèàíòà õîäà:
ìîæíî ñíÿòü ëèáî ïàðó (2♠, Q♠), ëèáî (2♥, Q♠), ëèáî (3♥, J♣). Ñíÿ-
òûå êàðòû â äàëüíåéøåé èãðå íå ó÷àñòâóþò. Äðóãèõ ñïîñîáîâ ïåðåìåùàòü
êàðòû íåòó. Öåëü ïàñüÿíñà � ñíÿòü âñå êàðòû.

Ðåøèì ýòó çàäà÷ó àëãîðèòìè÷åñêè, îáîáùèâ öåëü: áóäåì ìàêñèìèçèðî-
âàòü êîëè÷åñòâî ñíÿòûõ êàðò (åñëè ñíÿòü âñå âîçìîæíî, òî âñå è áóäóò
ñíÿòû). Êàðòû ïåðåìåùàþòñÿ òîëüêî èç ñòîïîê â îòáîé, ïîýòîìó, çíàÿ íà-
÷àëüíóþ ïîçèöèþ, ëþáóþ ïîçèöèþ òîé æå èãðû ìîæíî çàäàòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ èç 12 ÷èñåë � êîëè÷åñòâ êàðò â êàæäîé ñòîïêå. Ýòî äà¼ò
âîçìîæíîñòü ïîñòàâèòü ñåðèþ ïîäçàäà÷ ¾Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
êàðò K ìîæíî ïåðåìåñòèòü â îòáîé, íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèè (i1, i2, . . . , i12)?¿,
ãäå i1, i2, . . . , i12 � êîëè÷åñòâà êàðò â ñòîïêàõ, è çàïèñàòü î÷åíü ïðîñòîå
óðàâíåíèå ÄÏ:

(i1, i2, . . . , i12) = 2 + max{K(next(i1, i2, . . . , i12))}, (6)

ãäå next(i1, i2, . . . , i12) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîçèöèé, êóäà ìîæíî ïîïàñòü èç
(i1, i2, . . . , i12) çà îäèí õîä, è max áåð¼òñÿ ïî ïîçèöèÿì ýòîãî ìíîæåñòâà.
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Åñëè ìíîæåñòâî ïóñòîå (ò. ê. i1 = i2 = . . . = i12 = 0 èëè ò. ê. íè îäíà ïàðà
âåðõíèõ êàðò íå äà¼ò ñóììó 14), èìååì òðèâèàëüíóþ ïîäçàäà÷ó ñ îòâåòîì 0.
Êñòàòè, ïîñëå äîñòèæåíèÿ i1 = i2 = . . . = i12 = 0 ñò�îèò ïðåêðàùàòü êàêèå
áû òî íè áûëî ðåêóðñèâíûå âûçîâû, ò. ê. åù¼ ëó÷øåãî ðåøåíèÿ íå áóäåò.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäçàäà÷è òóò ïåðåêðûâàþòñÿ. Çíà÷èò, íàäî
õðàíèòü îòâåòû ðåø¼ííûõ ïîäçàäà÷. Ïðè÷¼ì, çíà÷åíèå íàäî ïîëó÷àòü ïî
ïàðàìåòðó ïîäçàäà÷è âèäà (i1, i2, . . . , i12).

Ðàáîòàòü ñ 12-ìåðíûì ìàññèâîì ìîæíî, íî íåóäîáíî (à îáîáùèòü
ýòîò ñïîñîá, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ñòîïîê çàäàâàëîñü âî âõîäíûõ äàííûõ,
ïî÷òè íåðåàëüíî). Ìîæíî êîäèðîâàòü êàæäóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îä-
íèì ÷èñëîì, íàïðèìåð ïî ôîðìóëå 5 · (5 · (5 · (5 · (5 · (5 · (5 · (5 · (6 · (6 · (6 ·
· (6 · i1 + i2)+i3) + i4) + i5) + i6) + i7) + i8) + i9) + i10) + i11) + i12, è ðàáîòàòü
ñ îäíîìåðíûì ìàññèâîì (òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è 12-ìåðíûé). Íî ìàññèâ
âñ¼ æå âåëèêîâàò (64 · 58 = 506 250 000 ýëåìåíòîâ). Ìîæíî äàæå ïîäóìàòü,
áóäòî ôîðìóëà (6) íåïðèìåí�èìà èç-çà ñëèøêîì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïîä-
çàäà÷.

Íî áîëüøèíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (i1, i2, . . . , i12) çàäàþò íåâîçìîæ-
íûå ïîçèöèè � íàïðèìåð, íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ îäíà äåñÿòêà ïðè òð¼õ ÷åò-
â¼ðêàõ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü è õðàíèòü òîëüêî âîçìîæíûå ïîçèöèè (êóäà
äåéñòâèòåëüíî ìîæíî äîéòè èç íà÷àëüíîé), îíè ¾ñ çàïàñîì¿ ïîìåùàþòñÿ
â ïàìÿòè ñîâðåìåííîãî êîìïüþòåðà. Íî ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ ïðÿìîé äî-
ñòóï, ò. å. ïî íàáîðó (i1, i2, . . . , i12) óæå íåëüçÿ áûñòðî îáðàòèòüñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî ê ýëåìåíòó, õðàíÿùåìó çíà÷åíèå K(i1, i2, . . . , i12), à íàäî èñêàòü
ýëåìåíò ñ êëþ÷îì (i1, i2, . . . , i12). Ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ñïîñîáîâ òàêîãî
ïîèñêà òðåáóåò îòäåëüíîé ëåêöèè, íî îäèí èç ñïîñîáîâ êðàòêî óïîìÿíåì.

Â ñîâðåìåííûõ âåðñèÿõ C++, ïîäêëþ÷èâ áèáëèîòåêó map è íàïè-
ñàâ map<T1,T2> mmm, ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûé ¾àññîöèàòèâíûé ìàñ-
ñèâ¿ mmm ñ ¾èíäåêñàìè¿ (òî÷íåå ãîâîðÿ, êëþ÷àìè) òèïà T1 è çíà-
÷åíèÿìè òèïà T2. Äîñòóï ê çíà÷åíèþ ïî êëþ÷ó çàïèñûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî îáû÷íûì ìàññèâàì � íàïðèìåð, ïîñëå îáúÿâëåíèÿ map<string,
double> nums; ìîæåò ñëåäîâàòü nums["one"] = 1.0;. Ïðîâåðêó, ñîäåð-
æèò ëè ýêçåìïëÿð map-à íåêîòîðûé êëþ÷, ñëåäóåò äåëàòü ìåòîäîì find
� íàïðèìåð, if(nums.find(s) != nums.end()) /*äåéñòâèÿ åñëè êëþ÷ s
íàøëè*/ else /*äåéñòâèÿ åñëè íå íàøëè*/.

¾Âíóòðè¿ map îáû÷íî óñòðîåí êàê êðàñíî-÷¼ðíîå äåðåâî (ðàçíîâèäíîñòü
ñáàëàíñèðîâàííûõ áèíàðíûõ äåðåâüåâ ïîèñêà). Ñëåäîâàòåëüíî, êëþ÷è è
ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ õðàíÿòñÿ â óçëàõ äåðåâà, à ïîèñê òðåáóåò
ñðàâíåíèé êëþ÷åé âäîëü ïóòè îò êîðíÿ äåðåâà äî ýëåìåíòà ñ èñêîìûì êëþ-
÷îì. Ïîýòîìó äëÿ õðàíåíèÿ îòâåòîâ ïîäçàäà÷ çàäà÷è î ïàñüÿíñå ¾Fourteen¿
ëó÷øå âñ¼ æå êîäèðîâàòü êàæäóþ èññëåäóåìóþ ïîçèöèþ (i1, i2, . . . , i12)
îäíèì ÷èñëîì è èñïîëüçîâàòü map<int, int> (èëè, åñëè êîä ìîæåò íå ïî-
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ìåùàòüñÿ â int, òî map<long long, int>), íî íå map<vector<int>, int>,
ãäå vector<int> õðàíèò ñàìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (i1, i2, . . . , i12).

Â ÿçûêå Java àíàëîãè÷íàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ TreeMap. Â ñòàíäàðò-
íûõ ïîñòàâêàõ Ïàñêàëÿ (ïî êðàéíåé ìåðå, ðàñïðîñòðàí¼ííûõ) íèêàêîãî
àíàëîãà íåò.

Íàêîíåö, çäåñü íå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî èçëîæåííûå map-û � íàèëó÷-
øèé ñïîñîá. Âîçìîæíî, õîðîøàÿ ðåàëèçàöèÿ, íàïðèìåð, õåø-òàáëèö (hash
tables) îêàæåòñÿ â ñðåäíåì áîëåå ýôôåêòèâíîé.

Ïóñòü äàíû N öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . ,
aN , ñóììà êîòîðûõ ðàâíà S (ãàðàíòèðîâàííî 1<N <S6 50 000).
Íóæíî âûáðàòü íåêîòîðûå èç íèõ, òàê, ÷òîáû ñóììà âûáðàííûõ
áûëà íå áîëüøå S/2 è ïðè ýòîì êàê ìîæíî áëèæå ê S/2.

Øèðîêî èçâåñòíî, ÷òî ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ÄÏ, ïîñòà-
âèâ ñåðèþ ïîäçàäà÷ ¾Êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó M(i, w), íå ïðåâûøàþ-
ùóþ w, ìîæíî ñôîðìèðîâàòü, âûáðàâ íåêîòîðûå èç ÷èñåë îò 1-ãî ïî i-å?¿.
Äëÿ i = 1, ïðè w < a1 âñå îòâåòû M(1, w) = 0, à ïðè w > a1 âñå îòâåòû
M(1, w) = a1. Äëÿ äàëüíåéøèõ i:

M(i, w) =

{
M(i− 1, w), w < ai;

max{M(i− 1, w),M(i− 1, w − ai) + ai}, w > ai.
(7)

Âàðèàíò M(i−1, w) ïðåäóñìàòðèâàåò íå áðàòü òåêóùåå ÷èñëî ai, à ïîñòó-
ïèòü òàê æå, êàê ïîñòóïàëè äëÿ òîãî æå w ïðè ïðåäûäóùåì i. Âàðèàíò
M(i−1, w − ai) + ai ïðåäóñìàòðèâàåò, ÷òî íàäî âçÿòü òåêóùåå ÷èñëî ai, à
îñòàòîê ñóììû w− ai íàáðàòü íàèëó÷øèì âîçìîæíûì îáðàçîì, èñïîëüçî-
âàâ íåêîòîðûå èç ïðåäûäóùèõ ÷èñåë.

Ïîñêîëüêó íàäî âûáðàòü ñóììó, êàê ìîæíî áîëåå áëèçêóþ ñíèçó ê S/2,
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äèàïàçîíîì 06w6S div 2. Ñòð�îêè æå íàäî ðàññìîò-
ðåòü âî âñ¼ì äèàïàçîíå 1 6 i 6 N . Òàêèì îáðàçîì, è âðåìåíí�àÿ, è ïðî-
ñòðàíñòâåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà � θ(S·N).

Ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì, ò. ê. îöåíêà S·N , êàçà-
ëîñü áû, ïîëèíîìèàëüíà, íî çàâèñèò îò S � çíà÷åíèÿ ñóììû, à íå ðàçìåðà
âõîäíûõ äàííûõ â ðàçóìíîì ñìûñëå.

Ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû îáû÷íî íåâîçìîæíî îáîáùèòü, åñëè
çàäà÷à èçìåíèòñÿ òàê, ÷òî çíà÷åíèÿ âìåñòî öåëûõ ñòàíóò ÷èñëàìè ñ ïëàâà-
þùåé òî÷êîé.6 Ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû õîðîøè òàì, ãäå íè÷åãî
ëó÷øåãî íàóêà âñ¼ ðàâíî íå çíàåò � íàïðèìåð, ïî ïðè÷èíå NP-ïîëíîòû çà-
äà÷è. (Èìåííî òàêîâà ñèòóàöèÿ ñ äàííîé çàäà÷åé.) Íî òàì, ãäå âîçìîæíî,
îáû÷íî ïðåäïî÷òèòåëüíû ¾ïî-íàñòîÿùåìó ïîëèíîìèàëüíûå¿ àëãîðèòìû.

6Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü èäåþ çàäà÷è Q
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Íåçàâèñèìî îò íàçâàíèé, θ(S·N) ïàìÿòè ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íèêóäà
íå ãîäèòñÿ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà. Îòñîðòèðóåì
÷èñëà è ïîãðóïïèðóåì îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Îòíûíå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
åñòü m1 ÷èñåë ñî çíà÷åíèåì b1, m2 ÷èñåë ñî çíà÷åíèåì b2, . . . , mK ÷èñåë ñî
çíà÷åíèåì bK , ïðè÷¼ì b1<b2< . . . < bK , âñåmi íàòóðàëüíûå (öåëûå ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûå).

Ïåðåôîðìóëèðóåì ñåðèþ ïîäçàäà÷ êàê ¾Êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó
T (i, w), íå ïðåâûøàþùóþ w, ìîæíî ñôîðìèðîâàòü, âûáðàâ íåêîòîðûå èç
÷èñåë âèäîâ îò 1-ãî ïî i-é?¿ è ïåðåäåëàåì óðàâíåíèå ÄÏ (7) ñ ó÷¼òîì òîãî,
÷òî òåïåðü ÷èñåë âèäà bi ìîæåò áûòü äî mi øòóê:

M(i, w) = max
j : 06j6min(mi, w div bi)

(
M(i− 1, w − j · bi) + j · bi

)
. (8)

ñ òðèâèàëüíûìè ïîäçàäà÷àìè T (1, w) = b1 min{m1, w div b1}. Ò. å., íà÷èíà-
åì ðàññìàòðèâàòü íå äâà âàðèàíòà (áðàòü ëè òåêóùåå ÷èñëî), à âñå âàðèàí-
òû, ñêîëüêî øòóê ìîæíî âçÿòü ÷èñåë òåêóùåãî âèäà.

Íåî÷åâèäíî, ÷òî òàêîå èçìåíåíèå àëãîðèòìà ïðèâåä¼ò ê çàìåòíîé ýêî-
íîìèè ïàìÿòè. . . È âñ¼ æå èññëåäóåì âçàèìîñâÿçü ìåæäóK è S. Ïîñêîëüêó
âñå bi öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå è b1<b2< . . . < bK , ãàðàíòèðîâàííî âûïîë-

íÿþòñÿ b1 > 0, b2 > 1, . . . , bK > K−1. Ñëåäîâàòåëüíî,
∑K

j=1 bj >
K(K−1)

2 . Ïî-

ñêîëüêó âñå mj íàòóðàëüíûå,
∑K

j=1 bj 6
∑K

j=1mjbj, ÷òî î÷åâèäíî ðàâíî S.

Èç ðàññìîòðåííûõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî K(K−1)
2 6S, îòêó-

äà ñëåäóåò K 6 2
√
S + 1/4 + 1

2 < 2
√
S + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ñòðîê

òàáëèöû ÄÏ òåïåðü íå ïðåâûñèò min
{
N,
⌈
2
√
S+1

⌉}
, ÷òî íå õóæå, ÷åì äëÿ

ïðåäûäóùåãî àëãîðèòìà, à â ñëó÷àå áîëüøîãî N � ãîðàçäî ëó÷øå.
Òåïåðü îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû. Øèðèíà òàáëèöû ïî-ïðåæíåìó S/2. Äëÿ

êàæäîé êëåòî÷êè çàïóñêàåòñÿ öèêë, âûïîëíÿåìûé 1 + min{mi, w div bi}
ðàç. Çàìåíèâ íà íå ìåíüøåå mi+1, ïîëó÷èì: âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ îöå-
íîê i-îé ñòðîêè íå áîëüøå (S/2)× (mi+1). Âðåìÿ çàïîëíåíèÿ 1-é ñòðî-
êè S/2 òàêæå íå áîëüøå (S/2)× (m1+1). Ñëîæèâ îöåíêè ïî âñåì ñòðîêàì
è âûíåñÿ S/2, ïîëó÷èì: ñóììàðíîå âðåìÿ çàïîëíåíèÿ òàáëèöû íå áîëü-

øå (S/2)×
∑K

j=1 (mj+1), ÷òî ñ ó÷¼òîì
∑K

j=1mj =N ðàâíî (S/2)× (N+K).
ÏîñêîëüêóK6N , îêîí÷àòåëüíî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ (8) ìîæåò áûòü îöåíåíî
êàê O(S·N), ÷òî íå õóæå, ÷åì äëÿ (7), òðåáóþùåãî áîëüøå ïàìÿòè.
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Äåíü Èëüè Ïîðóáë¼âà è êîìàíäû ×ÍÓ

Çàäà÷è è ðàçáîðû

Çàäà÷à A. Ïëàòôîðìû

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: a.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: a.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Â ñòàðûõ èãðàõ ìîæíî ñòîëêíóòüñÿ ñ òàêîé ñèòóàöèåé. Ãåðîé ïðûãàåò ïî
ïëàòôîðìàì, âèñÿùèì â âîçäóõå. Îí äîëæåí ïåðåáðàòüñÿ îò îäíîãî êðàÿ
ýêðàíà äî äðóãîãî. Ïðè ïðûæêå ñ ïëàòôîðìû íà ñîñåäíþþ, ó ãåðîÿ óõî-
äèò |y2−y1| ýíåðãèè, ãäå y1 è y2 � âûñ�îòû, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ýòè
ïëàòôîðìû. Êðîìå òîãî, åñòü ñóïåðïðè¼ì, ïîçâîëÿþùèé ïåðåñêî÷èòü ÷åðåç
ïëàòôîðìó, íî íà ýòî çàòðà÷èâàåòñÿ 3 · |y3−y1| ýíåðãèè.

Èçâåñòíû âûñ�îòû ïëàòôîðì â ïîðÿäêå îò ëåâîãî êðàÿ äî ïðàâîãî. Íàé-
äèòå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, äîñòàòî÷íîå, ÷òîáû äîáðàòüñÿ ñ 1-é
ïëàòôîðìû äî n-é (ïîñëåäíåé) è ñïèñîê (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) ïëàòôîðì,
ïî êîòîðûì íóæíî ïðîéòè.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî ïëàòôîðì N (2 6 N 6 100 000),
âòîðàÿ � N öåëûõ ÷èñåë, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå ïðåâûøàþò ïî ìîäóëþ
4000 � âûñ�îòû ïëàòôîðì.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âûâåäèòå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè. Âî âòî-
ðîé � êîëè÷åñòâî ïëàòôîðì, ïî êîòîðûì íóæíî ïðîéòè, à â òðåòüåé âûâå-
äèòå ñïèñîê ýòèõ ïëàòôîðì.

Ïðèìåð

a.in a.out
4
1 2 3 30

29
4
1 2 3 4

Ðàçáîð çàäà÷è A. Ïëàòôîðìû

Çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðàçîáðàíà íà ëåêöèè.
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Äåíü Èëüè Ïîðóáë¼âà è êîìàíäû ×ÍÓ

Çàäà÷à B. Ïîêóïêà áèëåòîâ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: b.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: b.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Çà áèëåòàìè íà ïðåìüåðó íîâîãî ìþçèêëà âûñòðîèëàñü î÷åðåäü èç N
÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ õî÷åò êóïèòü 1 áèëåò. Íà âñþ î÷åðåäü ðà-
áîòàëà òîëüêî îäíà êàññà, ïîýòîìó ïðîäàæà áèëåòîâ øëà î÷åíü ìåäëåííî,
ïðèâîäÿ �ïîñòîÿëüöåâ� î÷åðåäè â îò÷àÿíèå. Ñàìûå ñîîáðàçèòåëüíûå áûñòðî
çàìåòèëè, ÷òî, êàê ïðàâèëî, íåñêîëüêî áèëåòîâ â îäíè ðóêè êàññèð ïðîäà-
¼ò áûñòðåå, ÷åì êîãäà ýòè æå áèëåòû ïðîäàþòñÿ ïî îäíîìó. Ïîýòîìó îíè
ïðåäëîæèëè íåñêîëüêèì ïîäðÿä ñòîÿùèì ëþäÿì îòäàâàòü äåíüãè ïåðâîìó
èç íèõ, ÷òîáû îí êóïèë áèëåòû íà âñåõ.

Îäíàêî äëÿ áîðüáû ñî ñïåêóëÿíòàìè êàññèð ïðîäàâàëà íå áîëåå 3-õ áèëå-
òîâ â îäíè ðóêè, ïîýòîìó äîãîâîðèòüñÿ òàêèì îáðàçîì ìåæäó ñîáîé ìîãëè
ëèøü 2 èëè 3 ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷åëîâåêà.

Èçâåñòíî, ÷òî íà ïðîäàæó i-ìó ÷åëîâåêó èç î÷åðåäè îäíîãî áèëåòà êàññèð
òðàòèò Ai ñåêóíä, íà ïðîäàæó äâóõ áèëåòîâ � Bi ñåêóíä, òð¼õ áèëåòîâ �
Ci ñåêóíä. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïîäñ÷èòàåò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ,
çà êîòîðîå ìîæíî îáñëóæèòü âñåõ ïîêóïàòåëåé.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî áèëåòû íà ãðóïïó îáúåäèíèâøèõñÿ ëþäåé âñå-
ãäà ïîêóïàåò ïåðâûé èç íèõ. Òàêæå íèêòî â öåëÿõ óñêîðåíèÿ íå ïîêóïàåò
ëèøíèõ áèëåòîâ (òî åñòü áèëåòîâ, êîòîðûå íèêîìó íå íóæíû).

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âî âõîäíîì ôàéëå çàïèñàíî ñíà÷àëà ÷èñëî N � êîëè÷åñòâî ïîêóïàòåëåé
â î÷åðåäè (16N65000). Äàëåå èäåò N òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë Ai, Bi, Ci.
Êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë íå ïðåâûøàåò 3600. Ëþäè â î÷åðåäè íóìåðóþòñÿ
íà÷èíàÿ îò êàññû.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â âûõîäíîé ôàéë âûâåäèòå îäíî ÷èñëî � ìèíèìàëüíîå âðåìÿ â ñåêóí-
äàõ, çà êîòîðîå ìîæíî îáñëóæèòü âñåõ ïîêóïàòåëåé.
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Ïðèìåð

b.in b.out
5
5 10 15
2 10 15
5 5 5
20 20 1
20 1 1

12

2
3 4 5
1 1 1

4

Ðàçáîð çàäà÷è B. Ïîêóïêà áèëåòîâ

Âåñüìà ïîïóëÿðíàÿ çàäà÷à, èñïîëüçóåòñÿ íà ìíîãèõ ðîññèéñêèõ ñàéòàõ;
èãðàëà íà Ìîñêîâñêîé ãîðîäñêîé îëèìïèàäå 08.02.2004, àâòîð � Â. À. Ìà-
òþõèí.

Òîæå î÷åíü ïðîñòîå ÄÏ. Ïîäçàäà÷è ìîæíî ïîñòàâèòü, íàïðèìåð, êàê �Çà
êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ T (i) ìîæåò áûòü îáñëóæåíà ÷àñòü î÷åðåäè îò íà-
÷àëà ïî i-ãî ïîêóïàòåëÿ âêëþ÷èòåëüíî?�. Èçíà÷àëüíàÿ çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ
N -ïîäçàäà÷åé, óðàâíåíèå ÄÏ èìååò âèä:

T (i) = min(T (i−1) + A(i), T (i−2) +B(i−1), T (i−3) + C(i−2)). (9)

1-ÿ ñóììà çàäà¼ò âàðèàíò, êîãäà ïîñëåäíèé i-é ïîêóïàòåëü íè ñ êåì íå îáú-
åäèíÿëñÿ, 2-ÿ � êîãäà åãî ïîêóïêó ñäåëàë âïåðåäè ñòîÿùèé, 3-ÿ � êîãäà
(i−2)-é ñäåëàë ïîêóïêó çà ñåáÿ, (i−1)-ãî è i-ãî.

Íåñîìíåííî, òðèâèàëüíîé ïîäçàäà÷åé áóäåò T (1) = A(1) (î÷åðåäü èç
îäíîãî òîëüêî 1-ãî ÷åëîâåêà, îí ïîêóïàåò îäèí áèëåò). Íî êðîìå òî-
ãî íàäî äîáàâèòü ê òðèâèàëüíûì ïîäçàäà÷àì, íàïðèìåð, T (0) = 0 è
T (2)= min(A(1) + A(2), B(1)). Ïðè i=2 óæå åñòü âûáîð (îáúåäèíÿþòñÿ ëè
1-é è 2-é ïîêóïàòåëè), íî åãî åù¼ íåëüçÿ äåëàòü ïî ôîðìóëå (9). Ïðè i=3,
áëàãîäàðÿ T (0) = 0, ïðèìåí�èìà îáùàÿ ôîðìóëà.
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Äåíü Èëüè Ïîðóáë¼âà è êîìàíäû ×ÍÓ

Çàäà÷à C. Easy MaxSum

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: c.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: c.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà ðàçìåðîìM ñòðîê íà N ñòîëáèêîâ. Â êàæ-
äîé êëåòêå çàïèñàíî öåëîå ÷èñëî. Ïî íåé íóæíî ïðîéòè ñâåðõó âíèç, íà-
÷èíàÿ èç ëþáîé êëåòêè âåðõíåé ñòðîêè, äàëüøå êàæäûé ðàç ïåðåõîäÿ â
îäíó èç �íèæíèõ ñîñåäíèõ� êëåòîê (èíûìè ñëîâàìè, èç êëåòêè ñ íîìåðîì
(i, j) ìîæíî ïåðåéòè èëè íà (i+1, j−1), èëè íà (i+1, j), èëè íà (i+1, j+1);
â ñëó÷àå j = N âîçìîæíû òîëüêî 1-é è 2-é èç òð¼õ îïèñàííûõ âàðèàíòîâ,
â ñëó÷àå j = 1 � òîëüêî 2-é è 3-é) è çàêîí÷èòü ìàðøðóò â êàêîé-íèáóäü
êëåòêå íèæíåé ñòðîêè.

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áóäåò íàõîäèòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ
ñóììó çíà÷åíèé ïðîéäåííûõ êëåòîê ñðåäè âñåõ äîïóñòèìûõ ïóòåé è êîëè-
÷åñòâî ïóòåé, íà êîòîðûõ ýòà ñóììà äîñòèãàåòñÿ. Ãàðàíòèðîâàííî, ÷òî ïðè
ïðîâåðêå áóäóò èñïîëüçîâàíû òîëüêî òàêèå âõîäíûå äàííûå, äëÿ êîòîðûõ
êîëè÷åñòâî ïóòåé íå ïðåâûøàåò 109.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíû M è N � êîëè÷åñòâî ñòðî÷åê è êîëè÷åñòâî
ñòîëáèêîâ (2 6M 6 200, 2 6 N 6 40,M > N), äàëüøå â êàæäîé èç ñëåäó-
þùèõ M ñòðîê çàïèñàíî ðîâíî ïî N ðàçäåë¼ííûõ ïðîáåëàìè öåëûõ ÷èñåë
(êàæäîå íå ïðåâûøàåò ïî ìîäóëþ 106) � çíà÷åíèÿ êëåòîê òàáëèöû.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåñòè äâà ÷èñëà, ðàçäåëåííûå ïðîáåëîì � ìàêñèìàëüíóþ ñóììó è
êîëè÷åñòâî ïóòåé.

Ïðèìåð

c.in c.out
4 3
1 15 2
9 7 5
9 2 4
6 9 -1

42 1
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Ðàçáîð çàäà÷è C. Easy MaxSum

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ïðîñòî ìàêñèìàëüíîé ñóììû (áåç
êîëè÷åñòâà ïóòåé). Ñåðèþ ïîäçàäà÷ ïîñòàâèì êàê �Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ
ñóììó e(i, j) ìîæíî íàñîáèðàòü, äîéäÿ èç 1-é ñòðîêè äî j-é êëåòî÷êè i-é
ñòðîêè?�. Íîìåð êëåòî÷êè â 1-é ñòðîêå (îòêóäà íà÷èíàòü ïóòü) íå çàäà¼òñÿ
êàê ïàðàìåòð. Öåëåâàÿ çàäà÷à íå ïðèíàäëåæèò ñåðèè, íî, çíàÿ ðåøåíèå
(M, j)-ïîäçàäà÷ ïðè âñåõ j, îñòà¼òñÿ ëèøü íàéòè ìàêñèìóì â îäíîìåðíîì
ìàññèâå.

Ðåøåíèÿìè òðèâèàëüíûõ (1, j)-ïîäçàäà÷ ïðè âñåõ j áóäóò ïðîñòî
e(1, j) = a(1, j) (äëÿ êàæäîé êëåòî÷êè 1-é ñòðîêè åñòü ðîâíî îäèí äîïóñòè-
ìûé ïóòü � ñîñòîÿùèé òîëüêî èç ýòîé êëåòî÷êè). Ðåøåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ
çàäà÷ áóäóò ñòðîèòüñÿ ïî óðàâíåíèþ ÄÏ:

e(i, j) = max {e(i−1, j−1), e(i−1, j), e(i−1, j+1)}+ a(i, j) (10)

(ñ ïîïðàâêîé, ÷òî ïðè j = 1 ïðîïóñêàåòñÿ ïåðâûé èç âàðèàíòîâ, à ïðè
j = N � ïîñëåäíèé). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó ê âèäó
e(i, j)= max{e(i−1, j−1) + a(i, j), e(i−1, j) + a(i, j), e(i−1, j+1) + a(i, j)}.
Ïåðâûé èç âàðèàíòîâ äà¼ò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñóììó ñðåäè âñåõ
ïóòåé, ïðèõîäÿùèõ â (i, j) ÷åðåç ëåâîãî âåðõíåãî ñîñåäà, âòîðîé � ñðåäè ïó-
òåé ÷åðåç âåðõíåãî ñîñåäà, è òðåòèé � ñðåäè ïóòåé ÷åðåç ïðàâîãî âåðõíåãî.
Ìàêñèìóì èç íèõ è áóäåò îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ êëåòî÷êè (i, j).

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ïîèñêó êîëè÷åñòâà q(i, j) ïóòåé ñ ìàêñèìàëüíîé
ñóììîé, ïðèâîäÿùèõ â êëåòî÷êó (i, j). Äëÿ ëþáîé êëåòî÷êè 1-é ñòðîêè
q(1, j)=1 � ïóòü òîëüêî îäèí, îí è åñòü ìàêñèìàëüíûé. Ðàçíûå ïóòè ñ îäè-
íàêîâîé ìàêñèìàëüíîé ñóììîé âîçíèêàþò, êîãäà äâà èëè òðè âàðèàíòà,
èç êîòîðûõ âûáèðàåòñÿ max â (10), èìåþò îäèíàêîâûå ìàêñèìàëüíûå çíà-
÷åíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå íàäî ñëîæèòü êîëè÷åñòâà ïóòåé ñ ìàêñèìàëüíîé
ñóììîé âñåõ ìàêñèìàëüíûõ íàïðàâëåíèé.

max:=e[i-1][j];
if (j>1)and(e[i-1][j-1]>max) max:=e[i-1][j-1];
if (j<N)and(e[i-1][j+1]>max) max:=e[i-1][j+1];
e[i][j]:=max+a[i][j];
q[i][j]:=0;
if(j>1)and(e[i-1][j-1]=max)then q[i][j]+=q[i-1][j-1];
if (e[i-1][j]=max) then q[i][j]+=q[i-1][j];
if(j<N)and(e[i-1][j+1]=max)then q[i][j]+=q[i-1][j+1];

(ãäå a+=b îçíà÷àåò a:=a+b).
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Çàäà÷à D. Ñòàpûå ïåñíè î ãëàâíîì � 3

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: d.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: d.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Âî âðåìÿ òðàíñëÿöèè êîíöåðòà �Ñòàðûå ïåñíè î ãëàâíîì � 3� ïðåäïðè-
íèìàòåëü Ê. ðåøèë ñäåëàòü áèçíåñ íà ïðîèçâîäñòâå êàññåò. Îí èìååò M
êàññåò ñ äëèòåëüíîñòüþ çâó÷àíèÿ D êàæäàÿ è õî÷åò çàïèñàòü íà íèõ ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî ïåñåí. Ýòè ïåñíè (èõ îáùåå êîëè÷åñòâî N) ïåðåäàþòñÿ
â ïîðÿäêå 1, 2, . . . , N è èìåþò çàðàíåå èçâåñòíûå äëèòåëüíîñòè çâó÷àíèÿ
L(1), L(2), . . . , L(N). Ïðåäïðèíèìàòåëü ìîæåò âûïîëíÿòü îäíî èç ñëåäó-
þùèõ äåéñòâèé:

� çàïèñàòü î÷åðåäíóþ ïåñíþ íà êàññåòó (åñëè îíà òóäà ïîìåùàåòñÿ) èëè
ïðîïóñòèòü å¼;

�� åñëè ïåñíÿ íà êàññåòó íå ïîìåùàåòñÿ, òî ìîæíî ïðîïóñòèòü ïåñíþ èëè
íà÷àòü å¼ çàïèñûâàòü íà íîâóþ êàññåòó. Ïðè ýòîì ñòàðàÿ êàññåòà îò-
êëàäûâàåòñÿ è òóäà óæå íè÷åãî íå ìîæåò áûòü çàïèñàíî.

Îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåñåí, êîòîðûå ïðåäïðèíèìàòåëü
ìîæåò çàïèñàòü íà êàññåòû.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ÷èñëî M ( 6 100).
Âòîðàÿ ñòðîêà � D ( 6 300).
Òðåòüÿ ñòðîêà � N ( 6 300).
×åòâ¼ðòàÿ ñòðîêà � L(1) L(2) . . . L(N). Âñå L(i) 6 D.
Âñå âõîäíûå ïàðàìåòðû � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Íåîáõîäèìî âûâåñòè åäèíñòâåííîå ÷èñëî � èñêîìîå êîëè÷åñòâî ïåñåí.

Ïðèìåð

d.in d.out
2
10
4
6 6 6 4

3
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Ðàçáîð çàäà÷è D. Ñòàðûå ïåñíè î ãëàâíîì � 3

Çàäà÷à âçÿòà èç �Äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ� Â. Ì. Êîòîâà; ïî-
âèäèìîìó, ñàì Êîòîâ ïðèìåðíî òàêîå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå è
ïîäðàçóìåâàë. Íî â ñòàðøåé ëèãå îíî íå ãîäèòñÿ � òàì íåîáõîäèì �ïî-
íàñòîÿùåìó� ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì.

Ïîñòàâèì ñåðèþ ïîäçàäà÷ �Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåñåí
T (i, j, k) âîçìîæíî çàïèñàòü, âûáðàâ íåêîòîðûå èç ïåñåí îò 1-é ïî j-þ
âêëþ÷èòåëüíî, ðàíåå ôèíàëèçèðîâàâ i øòóê êàññåò è èñïîëüçîâàâ k åäèíèö
âðåìåíè íà òåêóùåé (i+1)-é?�.

Â ïðåäåëàõ êàññåòû T (i, j, k) ìîæíî ïîëó÷àòü êàê:

T (i, j, k) = max{T (i, j−1, k), 1 + T (i, j−1, k−L[j]), T (i, j, k−1)}. (11)

Ñìûñë 1-ãî âàðèàíòà � íå ïèñàòü òåêóùóþ ïåñíþ, 2-ãî � ïèñàòü, 3-ãî �
çàíÿòü åäèíèöó âðåìåíè òèøèíîé. Äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà íàäî ïðîâåðÿòü,
ïðèìåí�èì ëè îí: äëÿ 1-ãî � j>0, äëÿ 2-ãî � (j>0) and (k≥L[j]), äëÿ 3-ãî �
k > 0. À ïðè ïåðåõîäå íà íîâóþ êàññåòó:

T (i, j, 0) = T (i−1, j,D). (12)

Åñëè áû â (11) íå ðàññìàòðèâàëè âàðèàíò ¾ïèñàòü òèøèíó¿, â ìàññèâå
îòâåòîâ ìîãëè áû ïîÿâèòüñÿ ¾äûðêè¿, ãäå õðàíèòñÿ íåïîíÿòíî ÷òî, à âìåñòî
(12) íóæíî áûëî áû T (i, j, 0)= max0≤k≤D T (i−1, j, k).

Èòàê, ïîðÿäîê äåéñòâèé òàêîâ: íà÷èíàåì ñ òðèâèàëüíîé ïîäçàäà÷è
T (0, 0, 0)=0; íàõîäèì T (0, j, k) äëÿ âñåõ j, k; ïåðåõîäèì êî 2-é êàññåòå ïî
T (1, j, 0)=T (0, j,D) äëÿ âñåõ j; íàõîäèì T (1, j, k) äëÿ âñåõ j, k; è ò. ä.
Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò ðàâåí T (M−1, N,D).

Çàäà÷à E. Ðàçáèåíèå íà äâå ãðóïïû

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: e.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: e.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ñ ïîëÿðíèêàìè ïðîèçîøëà íåîáû÷íàÿ äëÿ èññëåäîâàòåëåé èñòîðèÿ � î
íèõ âñïîìíèëè. Ïëîõî, ÷òî âñïîìíèëè íå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîïîëíèòü çàïà-
ñû ïðîäîâîëüñòâèÿ è òîïëèâà. Âñïîìíèëè î íèõ ëèøü ïîòîìó, ÷òî íåäàëåêî
ðåøèëè ñîçäàòü íîâóþ ñòàíöèþ, à îïûòíûõ ïîëÿðíèêîâ íàéòè ñëîæíî. Âîò
è ðåøèëè ðàçáèòü âñåõ ïîëÿðíèêîâ ýòîé ñòàíöèè íà äâå ÷àñòè è îäíó èç
íèõ íàïðàâèòü íà íîâóþ ñòàíöèþ. Íî âîçíèêëà ïðîáëåìà: íåêîòîðûå ïî-
ëÿðíèêè íàñòîëüêî ñáëèçèëèñü äðóã ñ äðóãîì, ÷òî îòêàçûâàþòñÿ ðàáîòàòü
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íà ðàçíûõ ñòàíöèÿõ. Âñå ïîëÿðíèêè íà ñòàíöèè ðàçáèëèñü íà ãðóïïû, êîòî-
ðûå áóäóò ðàáîòàòü òîëüêî âìåñòå èëè íå áóäóò ðàáîòàòü âîîáùå. Ïîìîãèòå
ðàçäåëèòü ãðóïïû ïîëÿðíèêîâ íà äâå ìàêñèìàëüíî îäèíàêîâûå ÷àñòè (ò. å.
ðàçíîñòü êîëè÷åñòâ ïîëÿðíèêîâ â ÷àñòÿõ ïî ìîäóëþ äîëæíà áûòü ìèíè-
ìàëüíà), íå ðàçðûâàÿ ãðóïïû. Îáå ÷àñòè äîëæíû áûòü íå ïóñòûìè.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ÷èñëî N � êîëè÷åñòâî ãðóïï ëþäåé. Âòîðàÿ
ñòðîêà ñîäåðæèò N íàòóðàëüíûõ (öåëûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ) ÷èñåë �
êîëè÷åñòâî ëþäåé â êàæäîé ãðóïïå. 2 6 N 6 30000, ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî
ïîëÿðíèêîâ âî âñåõ N ãðóïïàõ íå ïðåâûøàåò 50000.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå íåîáõîäèìî âûâåñòè ðàçìåðû êàæäîé èç äâóõ ÷àñòåé.
Âî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêå íåîáõîäèìî âûâåñòè ñïèñîê íîìåðîâ ãðóïï,

êîòîðûå âõîäÿò â ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî (ãðóïïû íóìå-
ðóþòñÿ â ïîðÿäêå ïåðå÷èñëåíèÿ âî âõîäíûõ äàííûõ, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû).
Åñëè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ � âûâîäèòå ëþáîé èç íèõ.

Ïðèìåð

e.in e.out
5
3 2 5 1 2

6 7
1 2 4
3 5

Ðàçáîð çàäà÷è E. Ðàçáèåíèå íà äâå ãðóïïû

Ïðè âíèìàòåëüíîì àíàëèçå ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ñëåäóåò ðåàëèçîâàòü
îïèñàííûé íà ëåêöèè ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì (âêëþ÷àÿ îáðàò-
íûé õîä).

Çàäà÷à F. Àáçàö

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: f.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: f.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Â àáçàöå åñòü áëîêè î÷åíü ðàçíîé âûñîòû (íàïðèìåð, îáû÷íûå ñëîâà
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è ìàòåìàòè÷åñêèå ñèñòåìû). Àáçàö äëèííûé, ïîýòîìó åãî íóæíî ðàçáèòü
íà ñòð�îêè. Âûñîòà ñòðîê�è îïðåäåëÿåòñÿ ïî íàèâûñøåìó èç áëîêîâ â íåé.
Âûñîòà àáçàöà ðàâíà ñóììå âûñîò âñåõ ñòðîê. Äëèíà êàæäîé ñòðîêè îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ñóììàðíàÿ øèðèíà áëîêîâ, âêëþ÷¼ííûõ â ýòó ñòðîêó (ó÷è-
òûâàòü ïðîáåëû íå íóæíî). Âîçìîæíîñòü ðàçáèåíèÿ áëîêà äëÿ ïåðåíîñà
ñî ñòðîê�è íà ñòðîêó íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Èçìåíÿòü ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ
áëîêîâ íåëüçÿ. Íóæíî íàéòè òàêîå ðàçáèåíèå àáçàöà íà ñòðîêè, ÷òîáû âûñî-
òà àáçàöà áûëà ìèíèìàëüíîé. Øèðèíà è âûñîòà êàæäîãî áëîêà (w(i), h(i))
è ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìàÿ äëèíà ñòðîê TW çàäàþòñÿ âî âõîäíûõ äàííûõ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíî äâà ÷èñëà � TW (ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìàÿ
äëèíà ñòðîêè) è N (êîëè÷åñòâî áëîêîâ â àáçàöå), ãäå 5 6 N 6 5000. Â ñëå-
äóþùèõ N ñòðîêàõ � ïî äâà ÷èñëà (øèðèíà è âûñîòà áëîêà).
Âñå ðàçìåðû � íàòóðàëüíûå ÷èñëà íå áîëüøå 106. Ãàðàíòèðîâàíî, ÷òî äëÿ
âñåõ áëîêîâ w(i) 6 TW .

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âûâåäèòå ìèíèìàëüíóþ âûñîòó àáçàöà. Âî âòîðîé �
êîëè÷åñòâî ñòðîê M , íà êîòîðûå íóæíî ðàçáèòü àáçàö, à â ñëåäóþùèõ M
ñòðîêàõ âûâåäèòå êîëè÷åñòâî áëîêîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêàõ àáçàöà.

Ïðèìåð

f.in f.out
7 6
3 1
2 1
3 3
1 1
3 3
3 1

5
3
2
3
1

Ðàçáîð çàäà÷è F. Àáçàö

Çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðàçîáðàíà íà ëåêöèè.
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Çàäà÷à G. Ïàñüÿíñ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: g.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: g.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

¾N-T ïàñüÿíñ¿ � êàðòî÷íàÿ èãðà äëÿ îäíîãî èãðîêà. Â èãðå èñïîëüçóåò-
ñÿ 4N (3 6 N 6 15) êàðò, ïðè÷åì êàæäîé êàðòå ñîîòâåòñòâóåò óíèêàëüíàÿ
ïàðà å¼ çíà÷åíèÿ (öåëîå ÷èñëî â äèàïàçîíå 1. .N) è ìàñòè (♠, ♣, ♥ èëè ♦).
Â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè âñå êàðòû ðàçëîæåíû â T (4 6 T 6 12) ñòîïîê;
ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ïåðâûõ (4N)%T ñòîïîê ñîäåðæèò ïî (4N/T+1) êàðò,
îñòàëüíûå � ïî 4N/T êàðò (çäåñü �/� è �%� � öåëî÷èñëåííîå äåëåíèå è
îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî). Åñëè ñóììà çíà÷åíèé âåðõíèõ êàðò
äâóõ ñòîïîê ðàâíà N+1, òî ýòè äâå êàðòû ìîæíî ïåðåìåñòèòü â îòáîé
(íåçàâèñèìî îò èõ ìàñòåé). Ýòî åäèíñòâåííûé ñïîñîá ïåðåìåùàòü êàðòû.

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëÿòü, êàêîå ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî êàðò ìîæíî ïåðåìåñòèòü â îòáîé.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò äâà öåëûõ ÷èñëà N è T , äàëåå èäóò T ñòðîê
ñ îïèñàíèÿìè êàðò ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîïêè. Êàæäàÿ êàðòà îïèñûâàåòñÿ
å¼ çíà÷åíèåì (öåëîå ÷èñëî) è ìàñòüþ (ñèìâîë ñ ASCII-êîäîì 03(♥), 04(♦),
05(♠), èëè 06(♣)) áåç ïðîáåëà ìåæäó íèìè. Îïèñàíèÿ ðàçíûõ êàðò îäíîé
ñòîïêè ðàçäåëåíû ðîâíî îäíèì ïðîáåëîì, íàïðàâëåíèå îïèñàíèÿ ñëåâà íà-
ïðàâî ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó êàðò ñíèçó ââåðõ.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âàøà ïðîãðàììà äîëæíà âûâåñòè åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî � ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî êàðò, êîòîðûå ìîæíî ïåðåìåñòèòü â îòáîé.

Ïðèìåð

g.in g.out
3 5
2♠ 2♣ 2♥
2♦ 3♦ 1♥
3♣ 1♠
1♣ 3♥
1♦ 3♠

10
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Äëÿ çàäàííîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè, èãðîê ìîæåò ïåðåìåñòèòü â îòáîé âñå
êàðòû, êðîìå ïàðû íèæíèõ äâîåê â 1-é ñòîïêå.

Ðàçáîð çàäà÷è G. Ïàñüÿíñ

Çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðàçîáðàíà íà ëåêöèè. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, áóäòî íàëè-
÷èå (íà ñàìîì äåëå íåíóæíûõ) ñèìâîëîâ ìàñòåé ñèëüíî óñëîæíÿåò ââîä. Íî
íà ñàìîì äåëå áîëüøèíñòâî ñòàíäàðòíûõ ñïîñîáîâ ââîäà äàæå íå çàìåòèò
ýòèõ ñèìâîëîâ. . .

Çàäà÷à H. Normal MaxSum

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: h.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: h.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Àâòîðû äíÿ äóìàþò, ÷òî âàì ïðèõîäèëîñü ðåøàòü òàêóþ çàäà÷ó: ¾Åñòü
ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà ðàçìåðîìM ñòðîê íàN ñòîëáèêîâ. Â êàæäîé êëåò-
êå çàïèñàíî öåëîå ÷èñëî. Ïî íåé íóæíî ïðîéòè ñâåðõó âíèç, íà÷èíàÿ èç ëþ-
áîé êëåòêè âåðõíåé ñòðîêè, äàëüøå êàæäûé ðàç ïåðåõîäÿ â îäíó èç �íèæ-
íèõ ñîñåäíèõ� êëåòîê (èíûìè ñëîâàìè, èç êëåòêè ñ íîìåðîì (i, j) ìîæíî
ïåðåéòè èëè íà (i+1, j−1), èëè íà (i+1, j), èëè íà (i+1, j+1); â ñëó÷àå
j = N âîçìîæíû òîëüêî 1-é è 2-é èç òð¼õ îïèñàííûõ âàðèàíòîâ, â ñëó-
÷àå j = 1 � òîëüêî 2-é è 3-é) è çàêîí÷èòü ìàðøðóò â êàêîé-íèáóäü êëåòêå
íèæíåé ñòðîêè. . . ¿

Ïóñòü äîáàâëåíî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå: äîïóñêàþòñÿ òîëüêî ïó-
òè, êîòîðûå ïðîõîäÿò (õîòÿ áû ïî îäíîìó ðàçó) ÷åðåç âñå ñòîëáèêè.

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áóäåò íàõîäèòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ
ñóììó çíà÷åíèé ïðîéäåííûõ êëåòîê ñðåäè âñåõ äîïóñòèìûõ ïóòåé.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå âõîäà çàïèñàíûM èN � êîëè÷åñòâî ñòðîê è êîëè÷åñòâî
ñòîëáèêîâ (2 6M 6 1024, 2 6 N 6 768, M > N), äàëüøå â êàæäîé èç
ñëåäóþùèõ M ñòðîê çàïèñàíî ðîâíî ïî N ðàçäåë¼ííûõ ïðîáåëàìè öåëûõ
÷èñåë, íå ïðåâûøàþùèõ ïî ìîäóëþ 106 � çíà÷åíèÿ êëåòîê òàáëèöû.
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Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûõîä äîëæåí ñîäåðæàòü åäèíñòâåííîå ÷èñëî � ìàêñèìàëüíóþ ñóììó.

Ïðèìåð

h.in h.out
4 3
1 15 2
9 7 5
9 2 4
6 9 -1

28

Ðàçáîð çàäà÷è H. Normal MaxSum

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ áàçîâîé çàäà÷è (áåç îãðàíè÷åíèÿ íàñ÷¼ò âñåõ ñòîëáè-
êîâ) îïèñàí â ðàçáîðå çàäà÷è C. Äàííàÿ (ìîäèôèöèðîâàííàÿ) çàäà÷à èãðà-
ëà íà 4-îì òóðå NetOI�2008, íî òîãäàøíåå àâòîðñêîå ðåøåíèå íå ïðîõîäèò
(ïî âðåìåíè) ÷àñòü òåïåðåøíèõ òåñòîâ.

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ðåøåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷è íàäî ðàñøèðèòü
ñåðèþ ïîäçàäà÷ áàçîâîé çàäà÷è. È, îêàçûâàåòñÿ, å¼ ìîæíî ðàñøèðèòü, óâå-
ëè÷èâ îáùåå êîëè÷åñòâî ïîäçàäà÷ è âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà âñåãî â 4 ðàçà:
âìåñòî ñåðèè (i, j)-ïîäçàäà÷ (ãäå i è j � íîìåðà ñòðîêè è ñòîëáèêà), ïîñòà-
âèòü ñåðèþ (i, j, wl, wr)-ïîäçàäà÷, ãäå ñìûñë öåëî÷èñëåííûõ i è j òîò æå,
à ñìûñë áóëåâûõ wl è wr � �áûë ëè õîòÿ áû ðàç ïîñåù¼í êðàéíèé (ëå-
âûé/ïðàâûé) ñòîëáèê?�.

Ìíîãèå òàêèå ïîäçàäà÷è íåâîçìîæíû (ñêàæåì, (1, j, false, wr) ïðè ëþ-
áûõ j è wr, èëè (i, N div 2, true, true) ïðè i<N div 2). ×òîáû õðàíèòü
êàêèå-òî îòâåòû äëÿ ýòèõ ïîäçàäà÷, ìîæíî çàäàòü îòâåòû íåâîçìîæíûõ
òðèâèàëüíûõ ïîäçàäà÷ ðàâíûìè ¾ìàøèííîé (−∞)¿. Íî, ÷òîáû è èçáåæàòü
ïåðåïîëíåíèé, è ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî (−∞) ïëþñ ëþáîå îñìûñëåííîå çíà-
÷åíèå ìåíüøå ëþáîãî îòðèöàòåëüíîãî îñìûñëåííîãî çíà÷åíèÿ, ïðèõîäèòñÿ
ðàáîòàòü â òèïå _int64. (Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî è íå ïîëüçîâàòüñÿ ¾ìàøèí-
íîé (−∞)¿, à õðàíèòü èëè îïðåäåëÿòü íåâîçìîæíîñòü ïîäçàäà÷è êàê-òî
èíà÷å.)

Ñàìî óðàâíåíèå ÄÏ äëÿ i > 1 èìååò âèä:
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äëÿ 2 ≤ j ≤ N−1, e(i, j, wl, wr) = max
(
e(i−1, j−1, wl, wr),

e(i−1, j, wl, wr), e(i−1, j+1, wl, wr)
)

+ a(i, j);
e(i, 1, false, wr) = −∞;
e(i, 1, true, wr) = max

(
e(i−1, 1, true, wr),

e(i−1, 2, true, wr), e(i−1, 2, false, wr)
)

+ a(i, j);
e(i, N,wl, false) = −∞;
e(i, N,wl, true) = max

(
e(i−1, N, wl, true),

e(i−1, N−1, wl, true), e(i−1, N−1, wl, false)
)

+ a(i, j).

(13)

Çàäà÷à I. Ïëàòôîðìû � 3

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: i.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: i.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Â ñòàðûõ èãðàõ ìîæíî ñòîëêíóòüñÿ ñ òàêîé ñèòóàöèåé. Ãåðîé ïðûãà-
åò ïî ïëàòôîðìàì, âèñÿùèì â âîçäóõå. Îí äîëæåí ïåðåáðàòüñÿ îò îäíîãî
êðàÿ ýêðàíà äî äðóãîãî. Ïðè ïðûæêå ñ ïëàòôîðìû íà ñîñåäíþþ, ó ãåðîÿ
óõîäèò |y2−y1|2 ýíåðãèè, ãäå y1 è y2 � âûñ�îòû, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû
ýòè ïëàòôîðìû. Êðîìå òîãî, åñòü ñóïåðïðè¼ì, ïîçâîëÿþùèé ïåðåñêî÷èòü
÷åðåç ïëàòôîðìó, íî íà ýòî çàòðà÷èâàåòñÿ 3 · |y3−y1|2 ýíåðãèè.

Èçâåñòíû âûñ�îòû ïëàòôîðì â ïîðÿäêå îò ëåâîãî êðàÿ äî ïðàâîãî. Íàé-
äèòå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, äîñòàòî÷íîå, ÷òîáû äîáðàòüñÿ ñ 1-é
ïëàòôîðìû äî n-é (ïîñëåäíåé).

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî ïëàòôîðì N (2 6 N 6 100 000),
âòîðàÿ � N öåëûõ ÷èñåë, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå ïðåâûøàþò ïî ìîäóëþ
4000 � âûñ�îòû ïëàòôîðì.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî � èñêîìóþ âåëè÷èíó ýíåðãèè.
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Ïðèìåð

i.in i.out
4
1 2 3 30

731

Ðàçáîð çàäà÷è I. Ïëàòôîðìû - 3

Íà ïåðâûé âçãëÿä, çàäà÷à ýëåìåíòàðíà � áåð¼ì óðàâíåíèå ÄÏ ñ ëåêöèè,
çàìåíÿåì ìîäóëè ðàçíîñòåé âûñîò íà êâàäðàòû ýòèõ æå ðàçíîñòåé. . . Íî
ýòî íå ïðîõîäèò òåñòû (ñ âåðäèêòîìWrong Answer)! Ïåðå÷èòûâàåì óñëîâèå,
èñïðàâëÿåì âûõîä çà ïðåäåëû 32-áèòíîãî int-à. . . Âñ¼ ðàâíî Wrong Answer!

Â óñëîâèè íå çàïðåùåíî ïðûãàòü â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïðîñòî ïðè
ôóíêöèÿõ çàòðàò ýíåðãèè èç ïðåäûäóùåé âåðñèè çàäà÷è ïðûãàòü íàçàä âñ¼
ðàâíî îêàçûâàëîñü íåâûãîäíî, à ïðè ôóíêöèÿõ ýòîé çàäà÷è � â çàâèñèìî-
ñòè îò âõîäíûõ äàííûõ. Íàïðèìåð, ïðè y1=10, y2=32, y3=18, y4=40 ìèíè-
ìóì ñóììàðíûõ çàòðàò ýíåðãèè (580) äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîðÿäêå 1→3→2→ 4.

Íàèâíàÿ ïîïûòêà èçìåíèòü óðàâíåíèå ÄÏ íà

E(i) = min

{
E(i− 1) + (yi − yi−1)

2, E(i− 2) + 3(yi − yi−2)
2,

E(i+ 1) + (yi − yi+1)
2, E(i+ 2) + 3(yi − yi+2)

2

}
íå ïðèâîäèò ê íåìåäëåííîìó óñïåõó. Ýòî ìàòåìàòè÷åñêè ïðàâèëüíî, íî åãî
íåïðîñòî àëãîðèòìèçèðîâàòü èç-çà öèêëè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé (íàïðèìåð,
E(2) çàâèñèò îò E(3), à E(3) � îò E(2)).

Ïðè æåëàíèè òóò âñ¼ æå ìîæíî ïðèìåíèòü ÄÏ. Ïîñêîëüêó çàòðà-
òû ýíåðãèè íà ëþáîé ïðûæîê íåîòðèöàòåëüíû, áåññìûñëåííî ðàññìàò-
ðèâàòü ìàðøðóòû, ñîäåðæàùèå öèêëû (ïîâòîðíûå ïîñåùåíèÿ òîé æå
ïëàòôîðìû) � åñëè ýòè öèêëû ¾âûðåçàòü¿, ðàñõîä ýíåðãèè íå óâåëè-
÷èòñÿ. Ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïðûæêà ðàâíà 2, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (+2), (−1), (+2) � åäèíñòâåííàÿ, èñïîëüçóþùàÿ ïåðåìåùåíèÿ íà-
çàä, íî íå ñîçäàþùàÿ öèêëîâ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, áóäòî äâèãàòüñÿ
ðàçðåøåíî òîëüêî âïåð¼ä, ïðè÷¼ì åñòü òðè âèäà ïðûæêîâ: 1) ïðûæîê
ñ (i−1) íà i, òðåáóþùèé (yi − yi−1)

2 ýíåðãèè; 2) ïðûæîê ñ (i−2) íà i,
òðåáóþùèé 3·(yi − yi−2)

2 ýíåðãèè; 3) ïðûæîê ñ (i−3) íà i, òðåáóþùèé
3·(yi−1 − yi−3)

2+(yi−2 − yi−1)
2+3·(yi − yi−2)

2 ýíåðãèè.
Åù¼ îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ � ðàññìîòðåòü ïëàòôîðìû êàê âåðøèíû

ãðàôà, âîçìîæíûå ïðûæêè � êàê ð¼áðà, è íàéòè â ýòîì âçâåøåííîì
íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ïóòü ìèíèìàëüíîé äëèíû (íàïðèìåð, àëãîðèò-

198 Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.



Äåíü Èëüè Ïîðóáë¼âà è êîìàíäû ×ÍÓ

ìîì Äåéêñòðû, ïðè÷¼ì íàäî èñïîëüçîâàòü ðåàëèçàöèþ ñî ñëîæíîñòüþ
O(M logN), à íå O(N 2)).

Çàäà÷à J. Ñîìíåâàþùååñÿ íà÷àëüñòâî

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: j.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: j.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè çàäàíû N âåðøèí, è íàäî ìíîãîêðàòíî íà-
õîäèòü êðàò÷àéøèé ñðåäè ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòè âåðøèíû è âîç-
âðàùàþùèõñÿ â íà÷àëüíóþ. (Äëèíà ïóòè ðàâíà ñóììå äëèí ñîñòàâëÿþ-
ùèõ åãî îòðåçêîâ, äëèíó îäíîãî îòðåçêà ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî ôîðìóëå√

∆x2 + ∆y2.) Çà÷åì îäèí è òîò æå ïóòü íàõîäèòü ìíîãîêðàòíî? À îí
íå îäèí è òîò æå � íà÷àëüñòâî íèêàê íå îïðåäåëèòñÿ, êàêèå èç ýòèõ N
âåðøèí â ñàìîì äåëå íóæíû, à êàêèå íåò. È ïîòîìó ïðèõîäèòñÿ äëÿ îäíî-
ãî è òîãî æå íàáîðà âåðøèí îáðàáàòûâàòü ðàçíûå çàïðîñû, îòëè÷àþùèåñÿ
íàáîðîì íóæíûõ âåðøèí. Â êàêîì ïîðÿäêå ïðîõîäèòü íóæíûå âåðøèíû è
êàêóþ èç íèõ âûáðàòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé (îíà æå êîíå÷íàÿ), âûáèðàåò
íå íà÷àëüñòâî, à òîò, êòî èùåò ìèíèìàëüíûé ïóòü.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàäàíî êîëè÷åñòâî âåðøèí N (4 6 N 6 17). Â êàæäîé
èç ïîñëåäóþùèõ N ñòðîê çàäàíû ïî äâà öåëûõ ÷èñëà, íå ïðåâûøàþùèõ
ïî ìîäóëþ 106 � x- è y-êîîðäèíàòû î÷åðåäíîé âåðøèíû. Â ñëåäóþùåé ñòðî-
êå çàäàíî ÷èñëî Q � êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ îò íà÷àëüñòâà (îíî íå îãðàíè÷åíî
ÿâíî, íî ãàðàíòèðîâàíî, ÷òî âñå çàïðîñû ðàçíûå). Êàæäàÿ èç ñëåäóþùèõ
Q ñòðîê ñîäåðæèò çàïðîñ, â ôîðìàòå: ñíà÷àëà êîëè÷åñòâî K (36 K6 N)
âåðøèí, ÷åðåç êîòîðûå íàäî ïðîéòè, ïîòîì íîìåðà ýòèõ âåðøèí (êàæäûé
íîìåð â ïðåäåëàõ îò 1 äî N , âñå âåðøèíû â îäíîì çàïðîñå ðàçíûå).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Ïðîãðàììà äîëæíà âûâåñòè Q ñòðîê, â êàæäîé èç êîòîðûõ � åäèíñòâåí-
íîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ðàâíîå îòâåòó íà ñîîòâåòñòâóþùèé çàïðîñ. Îòâå-
òû áóäóò çàñ÷èòûâàòüñÿ, åñëè àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûñèò 10−2.
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Ïðèìåð

j.in j.out
4
0 0
10 0
0 10
10 10
2
4 1 2 3 4
3 1 2 4

40
34.142136

Ðàçáîð çàäà÷è J. Ñîìíåâàþùååñÿ íà÷àëüñòâî

Âîîáùå-òî, è çàäà÷à (êîììèâîÿæ¼ðà), è ñïîñîá ïðèìåíèòü ê íåé ÄÏ
äàâíûì-äàâíî èçâåñòíû � áîëåå òîãî, ýòî îäíî èç èñòîðè÷åñêè ïåðâûõ
ïðèìåíåíèé ÄÏ ê äèñêðåòíûì çàäà÷àì (êàê íè ñòðàííî, èçíà÷àëüíî ÄÏ
ðàçðàáàòûâàëîñü äëÿ íåïðåðûâíûõ çàäà÷). Ðåøåíèå çàäà÷è êîììèâîÿæ¼-
ðà ñ ïîìîùüþ ÄÏ íå ïîïóëÿðíî, ò. ê. òðåáóåò ýêñïîíåíöèàëüíûõ çàòðàò
è âðåìåíè, è ïàìÿòè. Â äàííîé çàäà÷å, íàäååìñÿ, óäàëîñü äîáèòüñÿ, ÷òîáû
òåñòû ïðîõîäèëè òîëüêî ðåàëèçàöèè ÄÏ, íî òîëüêî ïðè ì�àëîì N è çà ñ÷¼ò
íå î÷åíü åñòåñòâåííîãî òðåáîâàíèÿ, ÷òî çàäà÷ó íàäî ðåøàòü ìíîãîêðàòíî
äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà âåðøèí.

Ñåðèÿ ïîäçàäà÷ èìååò âèä ¾Êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ïóòè L(s, f,X),
íà÷èíàþùåãîñÿ â âåðøèíå s, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ â âåðøèíå f , è ïðîõîäÿ-
ùåãî (íåâàæíî, â êàêîì ïîðÿäêå) ÷åðåç ìíîæåñòâî âåðøèí X?¿ (Åñòå-
ñòâåííî, ïîäçàäà÷è èìåþò ñìûñë òîëüêî ïðè (s∈X)∧(f∈X)). Öåëåâàÿ çà-
äà÷à íå áóäåò îäíîé èç ïîäçàäà÷, íî ìîæåò áûòü ðåøåíà, íàïðèìåð, êàê
min2≤k≤n {L(1, k, A) + d(k, 1)}, ãäå A � ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë îò 1 äî n,
d(·, ·) � ðàññòîÿíèå (äëèíà îäíîãî ðåáðà). Òðèâèàëüíûìè áóäóò âñå ïîä-
çàäà÷è âèäà (s, f, {s, f}), ò. å. â êîòîðûõ ìíîæåñòâî ïðîéäåííûõ âåðøèí
ñîñòîèò òîëüêî èç ñòàðòà è ôèíèøà. Óðàâíåíèå ÄÏ èìååò âèä:

L(s, f,X) = min
k∈X\{s,f}

{
L(s, k,X\{f}) + d(k, f)

}
. (14)

×òîáû èìåòü äîñòóï ê ðåøåíèÿì ïîäçàäà÷ ïî ìíîæåñòâàì êàê ïî
êëþ÷àì, çàêîäèðóåì èõ. Ñìåñòèì íóìåðàöèþ òàê, ÷òîáû îíà íà÷èíà-
ëàñü ñ 0, ïðåäñò�àâèì ýòî ìíîæåñòâî â âèäå áèòîâîãî âåêòîðà, è áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì áèòîâûì âåêòîðîì êàê öåëûì èíäåêñîì ìàññèâà. Íà-
ïðèìåð, ìíîæåñòâî {2, 4, 6} ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåòñÿ â {1, 3, 5}, ïîòîì â
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1 · 21+1 · 23+1 · 25=2+8+32=42, ò. å. îòâåò äëÿ ìíîæåñòâà {2, 4, 6} õðàíèò-
ñÿ â ýëåìåíòå ñ èíäåêñîì 42.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, áóäòî ïðè òàêîì ïîäõîäå íà õðàíåíèå âñåõ îòâåòîâ
â òèïå double ïîíàäîáèòñÿ 8·17·17·217 áàéòîâ ïàìÿòè, ÷òî ïðåâûøàåò îòâå-
ä¼ííûå 256 Mb. Íî, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèÿ ñèììåòðè÷íû (íåîðèåíòèðîâàí-
íû), ìîæíî âñ¼ âðåìÿ ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîäçàäà÷è ïðè s<f , è îðãàíè-
çîâàòü äâóìåðíûé ìàññèâ óêàçàòåëåé, â êîòîðîì òîëüêî L[s][f] ïðè s < f
ïîêàçûâàåò íà îäèí èç âûäåëåííûõ â ñâîáîäíîé ïàìÿòè ìàññèâîâ double-
îâ ñ äèàïàçîíîì èíäåêñîâ îò 0 äî 2N−1, à ïðî÷èå óêàçàòåëè ïîêàçûâàþò
¾â íèêóäà¿. (Ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì íåëüçÿ ñ÷èòàòü, áóäòî âñå ïðîìåæóòî÷-
íûå âåðøèíû îáÿçàíû ïðèíàäëåæàòü äèàïàçîíó îò s äî f).

Èñïîëüçîâàòü çäåñü map-û íåöåëåñîîáðàçíî: õîòÿ â ìàññèâàõ è áóäóò
¾äûðêè¿ (íåèñïîëüçóåìûå ýëåìåíòû), ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì íàáîðå çà-
ïðîñîâ îêàæåòñÿ, ÷òî ïîäçàäà÷è íàäî ðåøèòü äëÿ áîëüøèíñòâà ïîäìíî-
æåñòâ, è òî, ÷òî map õðàíèò òîëüêî íóæíûå ýëåìåíòû, áóäåò ïîãëîùåíî
òåì, ÷òî çàòðàòû ïàìÿòè íà îäèí ýëåìåíò â map-å ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì
â ìàññèâå. Äà è âðåìÿ äîñòóïà ê ýëåìåíòó â map-å çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì
â ìàññèâå.

Åñëè á íàäî áûëî íå íàõîäèòü îòâåòû íà ðàçíûå çàïðîñû, à ïðîñòî ðå-
øèòü çàäà÷ó äëÿ ïîëíîãî ìíîæåñòâà, ìîæíî áûëî áû íå ââîäèòü äâà ïà-
ðàìåòðà s è f , à, íàïðèìåð, çàìåíèòü âñå s íà 1. Íî òîãäà áûëî áû öåëå-
ñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü âîîáùå äðóãèå àëãîðèòìû � òîæå ýêñïîíåíöèàëüíûå
ïî âðåìåíè, íî õîòÿ áû íå ïî ïàìÿòè.

Çàäà÷à K. Ïóòü ÷åðåç ãîðû

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: k.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: k.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ïîâåðõíîñòü Çåìëè â ãîðíîé ìåñòíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ëîìàíîé ëèíèè. Âåðøèíû ëîìàíîé ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN), ïðè ýòîì xi < xi+1. Îáû÷íûé ãîðíûé ìàã íà-
õîäèòñÿ â òî÷êå (x1, y1) è î÷åíü õî÷åò ïîïàñòü â òî÷êó (xN , yN). Ïðè ýòîì
îí ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî ïåøêîì. Îí ìîæåò õîäèòü ïî ïîâåðõíîñòè
Çåìëè (ò. å. âäîëü ëîìàíîé). À ìîæåò ñîòâîðèòü â âîçäóõå ìîñò è ïðîéòè ïî
íåìó. Ìîñò ìîæåò ñîåäèíÿòü äâå âåðøèíû ëîìàíîé: ìîñò íå ìîæåò íà÷è-
íàòüñÿ è çàêàí÷èâàòüñÿ íå â âåðøèíå ëîìàíîé, è ìîñò íå ìîæåò ïðîõîäèòü
ïîä çåìëåé (â ò. ÷. íå ìîæåò áûòü òóííåëåì â ãîðå), íî ìîñò ìîæåò êàêèì-òî
ñâîèì ó÷àñòêîì ïðîõîäèòü ïî ïîâåðõíîñòè çåìëè. Äëèíà ìîñòà íå ìîæåò
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áûòü áîëüøå R. Ñóììàðíî ìàã ìîæåò ïîñòðîèòü íå áîëåå K ìîñòîâ. Ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ ìîñòà, îí (ìîñò) ðàñòâîðÿåòñÿ â âîçäóõå. Êàêîå íàèìåíüøåå
ðàññòîÿíèå ïðèä¼òñÿ ïðîéòè ìàãó, ÷òîáû îêàçàòüñÿ â òî÷êå (xN , yN)?

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïðîãðàììà äîëæíà ïðî÷èòàòü ñíà÷àëà íàòóðàëüíîå ÷èñëî N
(2 6 N 6 200); çàòåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî K (1 6 K 6 100) � ìàêñè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìîñòîâ; äàëåå öåëîå ÷èñëî R (0 6 R 6 10000) �
ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ äëèíó ìîñòà. Äàëåå êîîðäèíàòû (x1, y1),
(x2, y2), . . . , (xN , yN). Âñå êîîðäèíàòû � öåëûå ÷èñëà, íå ïðåâûøàþùèå
ïî ìîäóëþ 10000, äëÿ âñåõ i îò 1 äî N−1 âûïîëíÿåòñÿ xi < xi+1.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Ïðîãðàììà äîëæíà âûâåñòè îäíî ÷èñëî � ìèíèìàëüíóþ äëèíó ïóòè,
êîòîðóþ ïðèä¼òñÿ ïðîéòè ìàãó (êàê ïî çåìëå, òàê è ïî ìîñòàì). Îòâåò
âûâåäèòå ñ òî÷íîñòüþ 5 öèôð ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè.

Ïðèìåð

k.in k.out
5 2 5
0 0
2 2
3 -1
4 1
5 0

6.47871

Ðàçáîð çàäà÷è K. Ïóòü ÷åðåç ãîðû

Íà ïåðâûé âçãëÿä, çàäà÷à âçÿòà ñ Ìîñêîâñêîé êîìàíäíîé îëèìïèàäû
19.10.2008 (àâòîð � Î. Ïàêóëÿê). Íî íå âñå ðåøåíèÿ, ïðîõîäÿùèå òîò íàáîð
òåñòîâ, ïðîéäóò íàø íàáîð.

A

B

C

D

E F

G

H

I

J
Êàê è â çàäà÷å I, òóò ìîæíî âîçâðàùàòüñÿ. Íà-

ïðèìåð, ïóñòü äëÿ èçîáðàæ¼ííîãî (òîíêîé ëèíèåé)
ðåëüåôà ìîæíî ñòðîèòü íå áîëåå äâóõ ìîñòîâ; äëèíà
ìîñòà ìåíüøå AJ , AH, CJ , íî äîñòàòî÷íà äëÿ AF è
EJ ; ñòðîèòü ìîñò AE èëè FJ íåëüçÿ èç-çà âåðøèí C
è H ñîîòâåòñòâåííî. Â òàêîé ñèòóàöèè êðàò÷àéøèì
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ìîæåò áûòü ìàðøðóò A→F→E→J . Áîëåå òîãî, âîç-
ìîæíû ñëó÷àè, êîãäà âûãîäíî ñòðîèòü ìîñò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

Ïîñòàâèì ñåðèþ ïîäçàäà÷ ¾Ïðîéäÿ êàêîå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
d(i, j), ìîæíî äîéòè îò 1-é âåðøèíû ëîìàíîé äî j-é, ïîñòðîèâ ïðè
ýòîì ðîâíî i ìîñòîâ?¿. Îòâåò öåëåâîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü êàê
min0≤i≤K {d(i, N)}. Òðèâèàëüíûìè îáúÿâèì âñå d(0, j)-ïîäçàäà÷è, èõ ðå-
øåíèÿ � äëèíû ïóòåé äî ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí âäîëü ëîìàíîé. Óðàâ-
íåíèå ÄÏ äëÿ íåòðèâèàëüíûõ ïîäçàäà÷ èìååò âèä:

d(i, j) = min

 d(i, j−1) + l(j−1, j),
min
k
{d(i−1, k) + l(k, j)},

d(i, j+1) + l(j+1, j)

 , (15)

ãäå l(·, ·) � äëèíà îäíîãî ïåðåõîäà (èç ñîñåäíåé âåðøèíû èëè ïî ìîñòó).
Âåðõíÿÿ ñòðîêà çàäà¼ò âàðèàíò ¾ïðèéòè ïî çåìëå ñëåâà¿, ñðåäíÿÿ � ñïîñî-
áû ïðèéòè ïî ìîñòó (k ïåðåáèðàåò âåðøèíû, èç êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü
ìîñò â j), íèæíÿÿ � ¾ïðèéòè ïî çåìëå ñïðàâà¿.

Òàáëèöó ðåøåíèé óäîáíî çàïîëíÿòü ñíà÷àëà ïî âñåì j ïðè i=1, ïîòîì ïî
âñåì j ïðè i=2, è ò. ä. � çíà÷èò, d(i−1, k) ãîòîâî íåçàâèñèìî îò òîãî, j>k
èëè j<k. Ñ âàðèàíòàìè ¾ïðèéòè ïî çåìëå¿ ñëîæíåå, ò. ê. íà ïåðâûé âçãëÿä
d(i, j+1) è d(i, j) öèêëè÷åñêè çàâèñÿò äðóã îò äðóãà. Íî, ïî ïðè÷èíå ïî-
ëîæèòåëüíîñòè ðàññòîÿíèé, ïðèéòè â j-þ âåðøèíó ïî çåìëå ñïðàâà ìîæåò
áûòü âûãîäíî òîëüêî åñëè â íåêîòîðóþ (j+c)-þ âåðøèíó ïðèøëè ïî ìîñòó,
à äàëüøå øëè ïî çåìëå â (j+c−1)-þ, . . . , (j+1)-þ, j-þ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
ñíà÷àëà, ìåíÿÿ j îò 2 äî N , ïîñ÷èòàòü îöåíêè ïî òàáëèöå ðåøåíèé áåç ó÷¼-
òà âàðèàíòà ¾ïðèéòè ïî çåìëå ñïðàâà¿, ïîòîì äëÿ òîãî æå i äîïîëíèòåëüíî
ïðîâåðèòü òîëüêî ýòîò âàðèàíò âñòðå÷íûì öèêëîì ïî j îò N−1 äî 2.

Äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ñðåäíåé ñòðîê�è íàäî ïåðåáèðàòü âåðøè-
íû, èç êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ìîñò (â ïðÿìîé âèäèìîñòè è íå äàëüøåR).
Çàïîìíèì ýòè ïåðå÷íè â âèäå ñïèñêîâ ñìåæíîñòè âçâåøåííîãî ãðàôà. Ïðè
ïîñòðîåíèè ãðàôà, âíåøíèé öèêë ïåðåáèðàåò âåðøèíû â ïåðåìåííîé i,
âíóòðåííèé � â j, íà÷èíàÿ ñ i+1. Åñëè ïðè íàõîæäåíèè ðåáðà äîáàâëÿòü
äâå åãî êîïèè (èç i â j è èç j â i), ðàññìàòðèâàòü j<i íå íàäî. ×òîáû áûñò-
ðî îïðåäåëÿòü, âèäíà ëè âåðøèíà j èç i èëè å¼ çàêðûâàþò ïðåäûäóùèå,
ïîääåðæèâàåì âåêòîð íàïðàâëåíèÿ íà ïîñëåäíþþ èç âèäèìûõ âåðøèí è
ñðàâíèâàåì (ïî ôîðìóëå ¾îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè¿ axby−aybx) êàæäûé
î÷åðåäíîé âåêòîð −−→vivj ñ ýòèì íàïðàâëåíèåì.

Êàê è â çàäà÷å I, âîçìîæíî àëüòåðíàòèâíîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-
ìà Äåéêñòðû, íî òåïåðü ãðàô äîëæåí áûòü ¾ìíîãîñëîéíûé¿: âåðøèíàìè
îðãðàôà íàäî îáúÿâèòü ïàðû (âåðøèíà ëîìàíîé, êîëè÷åñòâî èñïîëüçîâàí-
íûõ ìîñòîâ), äóãàìè � ñîñåäíèå âåðøèíû ëîìàíîé ïðè îäèíàêîâîì êîëè÷å-
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ñòâå ìîñòîâ è ñàìè ìîñòû (òàì, ãäå îíè ãåîìåòðè÷åñêè äîïóñòèìû, ïðè÷¼ì
äóãè íàïðàâëåíû èç i-ãî ¾ñëîÿ¿ ãðàôà â (i+1)-é).

Çàäà÷à L. Êâàäðàòíûå è êðóãëûå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: l.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: l.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

×óþ, áðàòå, øî áóäå âiéíà,

Õîëîäíà i ìîêðà, äîâãà i çëà.

Êâàäðàòíi íà êðóãëèõ áóäóòü iòè

Çà òî øî òi ðiâíi, ÿê ¨õ íå êðóòè. . .

ãóðò ¾Ñêðÿáií¿

Âîæäü Êâàäðàòíûõ, íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè àôôåêòà, âûäàë êàæäîìó èç
ñâîèõ áîéöîâ íàñòîëüêî áîëüøóþ äîçó Îçâåðèíà, ÷òî êàæäûé èç íèõ ñíà-
÷àëà íàïàäàåò, à ïîòîì óæå ðàçáèðàåòñÿ, íàïàë îí íà Êâàäðàòíîãî èëè
íà Êðóãëîãî. Êðóãëûå æå íèêîãäà íå óìåëè âîåâàòü âðóêîïàøíóþ, íî îíè
âëàäåþò íåêîòîðûìè ìàãè÷åñêèìè ïðè¼ìàìè.

Èòàê, îòðÿä èç S Êâàäðàòíûõ íàïàë íà ïîñ¼ëîê, ãäå æèëè R Êðóãëûõ.
Âñëåäñòâèå íàëîæåíèÿ äåéñòâèÿ Îçâåðèíà è ìàãè÷åñêèõ ïðè¼ìîâ Êðóãëûõ,
îêàçàëîñü, ÷òî áîé ïðîèñõîäèò ïî òàêèì ïðàâèëàì. Åæåìèíóòíî ñëó÷àéíî
âûáèðàåòñÿ ïàðà ñóùåñòâ, è:

� åñëè âûáðàíû Êðóãëûé è Êâàäðàòíûé, òî Êâàäðàòíûé óáèâàåò Êðóã-
ëîãî è âîþåò äàëüøå;

�� åñëè âûáðàíû äâà Êðóãëûõ, îíè ïðîñÿò äðóã ó äðóãà ïðîùåíèÿ è âî-
þþò äàëüøå;

� åñëè âûáðàíû äâà Êâàäðàòíûõ, îíè óáèâàþò äðóã äðóãà.
Ïàðà âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî ñðåäè âñåõ æèâûõ òàê, ÷òî-

áû âñòðåòèëèñü äâà ðàçíûõ ñóùåñòâà (âîçìîæíî, îäíîãî âèäà). Íàïðèìåð,
êîãäà æèâû äâà Êâàäðàòíûõ è îäèí Êðóãëûé, òî ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿò-
íîñòÿìè 1/3 ñîñòîèòñÿ èëè ñòû÷êà 1-ãî Êâàäðàòíîãî è Êðóãëîãî, èëè 2-ãî
Êâàäðàòíîãî è Êðóãëîãî, èëè 1-ãî è 2-ãî Êâàäðàòíûõ. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó-
÷àÿõ Êðóãëûé ïîãèáíåò, à â òðåòüåì � ïîãèáíóò Êâàäðàòíûå.
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Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ íàéäåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñîáëþ-
äåíèè äàííûõ ïðàâèë áîÿ õîòü îäèí Êðóãëûé âûæèâåò, à âñå Êâàäðàòíûå
ïîãèáíóò.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â åäèíñòâåííîé ñòðîêå ñîäåðæèòñÿ äâà ÷èñëà � êîëè÷åñòâî Êâàäðàòíûõ
S (1 6 S 6 2010) è êîëè÷åñòâî Êðóãëûõ R (1 6 R 6 2010).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåñòè îäíî ÷èñëî � èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü (ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-
íîñòüþ íå áîëåå 10−9).

Ïðèìåð

l.in l.out
2 20 0.80545497225

2 1 0.333333333333

Ðàçáîð çàäà÷è L. Êâàäðàòíûå è êðóãëûå

Êâàäðàòíûå ìîãóò ãèáíóòü òîëüêî ïàðàìè, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî íå÷¼ò-
íîãî S îòâåò ðàâåí â òî÷íîñòè 0. Äëÿ ðåøåíèÿ æå çàäà÷è ïðè ÷¼òíûõ S
ïîñòàâèì ñåðèþ ïîäçàäà÷ ¾Êàêîâà âåðîÿòíîñòü p(s, r), ÷òî âñå Êâàäðàòíûå
ïîãèáíóò, à õîòÿ áû îäèí Êðóãëûé âûæèâåò, åñëè ñíà÷àëà áûëî s Êâàä-
ðàòíûõ è r Êðóãëûõ?¿. Òðèâèàëüíûìè ïîäçàäà÷àìè áóäóò: p(s, 0)=0 äëÿ
ëþáîãî s≥0; p(0, r)=1 äëÿ ëþáîãî r≥1.

Êîãäà æèâû s Êâàäðàòíûõ è r Êðóãëûõ, îáùåå êîëè÷åñòâî ïàð ðàçëè÷-

íûõ ñóùåñòâ ðàâíî C2
s+r=

(s+r)(s+r−1)
2 . Èç ýòîãî êîëè÷åñòâà, s · r ïðèõîäèò-

ñÿ íà ïàðû ¾Êðóãëûé�Êâàäðàòíûé¿, C2
s=s(s−1)

2 � íà ïàðû ¾Êâàäðàòíûé�

Êâàäðàòíûé¿, C2
r=r(r−1)

2 � íà ïàðû ¾Êðóãëûé�Êðóãëûé¿.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè,

p(s, r)= 2sr
(s+r)(s+r−1)p(s, r−1)+ s(s−1)

(s+r)(s+r−1)p(s−2, r)+ r(r−1)
(s+r)(s+r−1)p(s, r),

à ýòî ïî÷òè óðàâíåíèå ÄÏ.7 Ðàçóìååòñÿ, åãî íàäî ïðåîáðàçîâàòü, óáðàâ çà-
âèñèìîñòü p(s, r) îò ñåáÿ æå. Íî ýòî ïðîñòî (äîìíîæàåì âñ¼ ðàâåíñòâî íà

7åñòü ðàçíûå ìíåíèÿ, îòíîñèòü ëè òàêèå àëãîðèòìû ê ÄÏ: òóò åñòü âçàèìîñâÿçü îäíîòèïíûõ îäçàäà÷
ðàçíûõ ðàçìåðîâ, íî íåò îïòèìèçàöèè
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(s+r)(s+r−1), ïåðåíîñèì r(r−1)p(s, r) â ëåâóþ ÷àñòü, äåëèì, ÷òîá ïîëó-
÷èòü ñëåâà â òî÷íîñòè p(s, r):

p(s, r) =
2sr · p(s, r−1) + s(s−1) · p(s−2, r)

(s+r)(s+r−1)− r(r−1)
(16)

Çàäà÷à M. Ñòàpûå ïåñíè î ãëàâíîì � 4

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: m.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: m.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Âî âðåìÿ òðàíñëÿöèè êîíöåðòà �Ñòàðûå ïåñíè î ãëàâíîì � 4� ïðåäïðè-
íèìàòåëü Ê. ðåøèë ñäåëàòü áèçíåñ íà ïðîèçâîäñòâå äèñêîâ. Îí èìååò M
äèñêîâ ñ äëèòåëüíîñòüþ çâó÷àíèÿ D êàæäûé è õî÷åò çàïèñàòü íà íèõ ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî ïåñåí. Ýòè ïåñíè (èõ îáùåå êîëè÷åñòâî N) ïåðåäàþòñÿ
â ïîðÿäêå 1, 2, . . . , N è èìåþò çàðàíåå èçâåñòíûå äëèòåëüíîñòè çâó÷àíèÿ
L(1), L(2), . . . , L(N). Ïðåäïðèíèìàòåëü ìîæåò âûïîëíÿòü îäíî èç ñëåäó-
þùèõ äåéñòâèé:

� çàïèñàòü î÷åðåäíóþ ïåñíþ íà äèñê (åñëè îíà òóäà ïîìåùàåòñÿ) èëè
ïðîïóñòèòü å¼;

�� åñëè ïåñíÿ íà äèñê íå ïîìåùàåòñÿ, òî ìîæíî ïðîïóñòèòü ïåñíþ èëè
íà÷àòü å¼ çàïèñûâàòü íà íîâûé äèñê. Ïðè ýòîì ñòàðûé äèñê îòêëàäû-
âàåòñÿ è òóäà óæå íè÷åãî íå ìîæåò áûòü çàïèñàíî.

Îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåñåí, êîòîðûå ïðåäïðèíèìàòåëü
ìîæåò çàïèñàòü íà äèñêè.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ÷èñëî M ( 6 200).
Âòîðàÿ ñòðîêà � D ( 6 109).
Òðåòüÿ ñòðîêà � N ( 6 500).
×åòâ¼ðòàÿ ñòðîêà � L(1) L(2) . . . L(N). Âñå L(i) 6 D.
Âñå âõîäíûå ïàðàìåòðû � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
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Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Íåîáõîäèìî âûâåñòè åäèíñòâåííîå ÷èñëî � èñêîìîå êîëè÷åñòâî ïåñåí.

Ïðèìåð

m.in m.out
2
10
4
6 6 6 4

3

Ðàçáîð çàäà÷è M. Ñòàðûå ïåñíè î ãëàâíîì - 4

Íà ïåðâîì ýòàïå, âû÷èñëèì ìàññèâ m, ãäå m[i][j] � ìàêñèìàëüíîå êîëè-
÷åñòâî ïåñåí èç äèàïàçîíà îò i-é ïî j-þ (i≤j), êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü
íà îäíó äèñêà. Çàïîëíèì ìàññèâ ïî ñòðîêàì, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåé è ïåðå-
áèðàÿ ýëåìåíòû âíóòðè êàæäîé ñòðîê�è ñëåâà íàïðàâî (îò j=i äî j=N).
Çàïîëíÿÿ êàæäóþ ñòðîêó, áóäåì õðàíèòü ìíîæåñòâî äëèí ïåñåí, âõîäÿùèõ
ñåé÷àñ â ìàêñèìàëüíûé íàáîð, è ñóììó ýòîãî ìíîæåñòâà. Â íà÷àëå çàïîë-
íåíèÿ ñòðîêè ìíîæåñòâî ïóñòîå. Ïðè çàïîëíåíèè j-ãî ýëåìåíòà ñòðîêè åñòü
3 âàðèàíòà:

1. Òåêóùóþ j-þ ïåñíþ ìîæíî äîáàâèòü â íàáîð (ñóììàðíàÿ äëèíà íå ïðå-
âûñèò ðàçìåð äèñêà) � òàê è äåëàåì.

2. Òåêóùóþ j-þ ïåñíþ íåëüçÿ äîáàâèòü â íàáîð, íî â òåêóùåì íàáîðå
åñòü ïåñíÿ, êîòîðàÿ äëèííåå òåêóùåé. Çàìåíèì òó ïåñíþ òåêóùåé, ÷òî
óìåíüøèò îáùóþ äëèíó òåêóùåãî íàáîðà.

3. Òåêóùóþ j-þ ïåñíþ íåëüçÿ äîáàâèòü â íàáîð è äëèíà òåêóùåé ïåñíè
áîëüøå èëè ðàâíà ìàêñèìàëüíîé äëèíû ïåñíè â íàáîðå. Â òàêîì ñëó÷àå
ýòó ïåñíþ íóæíî ïðîïóñòèòü.

Õðàíèòü òåêóùèé íàáîð ïåñåí èìååò ñìûñë â î÷åðåäè ñ ïðèîðèòåòàìè,
ò. ê. èç íåãî íóæíî ìíîãîêðàòíî âûíèìàòü ìàêñèìóì.

Âû÷èñëèâ ìàññèâ m, èñïîëüçóåì åãî äëÿ ÄÏ (âòîðîãî ýòàïà). Ñåðèÿ ïîä-
çàäà÷ ÄÏ� ¾Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåñåíH(i, j) ìîæíî çàïèñàòü
íà j äèñêîâ, èñïîëüçîâàâ íåêîòîðûå èç ïåñåí îò 1-é ïî i-þ?¿. Ðåøåíèÿ òðè-
âèàëüíûõ ïîäçàäà÷ � H(i, 1)=m[1][i]. Óðàâíåíèå ÄÏ äëÿ íåòðèâèàëüíûõ
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èìååò âèä

H(i, j) = max

(
m[1][i], max

1≤k<i

{
H(k, j−1) +m[k+1][i]

})
. (17)

Çàäà÷à N. Êîíôëèêò

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: n.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: n.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 128 Ìá

Ñ ïîëÿðíèêàìè ïðîèçîøëà îáû÷íàÿ äëÿ èññëåäîâàòåëåé èñòîðèÿ � î íèõ
çàáûëè. Õîðîøî, ÷òî çàïàñîâ ïðîäîâîëüñòâèÿ è òîïëèâà õâàòàëî íà äîëãèå
ãîäû. Òàê è ðàáîòàëè � íå ñìîòðÿ íè íà ÷òî, äåíü çà äí¼ì. Îäíàêî íà÷àë
ïðîÿâëÿòüñÿ ôàêòîð ïñèõîëîãè÷åñêîé ñîâìåñòèìîñòè: ëþäè, âûíóæäåííûå
äîëãî îáùàòüñÿ â óçêîì êðóãó, ñî âðåìåíåì èíîãäà íà÷èíàþò íå ïåðåíî-
ñèòü äðóã äðóãà. Ïñèõîëîãè ñ÷èòàþò, ÷òî òàêîå îòíîøåíèå âñåãäà âçàèìíî
è âñåãäà ïðîÿâëÿåòñÿ ìåæäó ïàðàìè ëþäåé, íåçàâèñèìî îò ïðèñóòñòâèÿ èëè
îòñóòñòâèÿ äðóãèõ. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ î÷åðåäíîé ñåðèè èññëåäîâàíèé ïîëÿð-
íèêàì íóæíî ðàçäåëèòüñÿ íà äâå ãðóïïû, êîòîðûå íåêîòîðîå âðåìÿ áóäóò
ðàáîòàòü îòäåëüíî îäíà îò äðóãîé. Ïîìîãèòå ðàñïðåäåëèòü âñåõ ïîëÿðíèêîâ
íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òîáû â ñîñòàâå êàæäîé ãðóïïû íå áûëî ïîòåíöèàëü-
íî êîíôëèêòíûõ ïàð, ïðè÷¼ì ðàçìåðû ãðóïï äîëæíû áûòü ìàêñèìàëüíî
îäèíàêîâûìè (ò. å. ðàçíîñòü êîëè÷åñòâ ïîëÿðíèêîâ â ãðóïïàõ ïî ìîäóëþ
äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíà), îáå ãðóïïû äîëæíû îêàçàòüñÿ íå ïóñòûìè.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíî êîëè÷åñòâî ïîëÿðíèêîâ N (3 6 N 6 50000),
çàòåì êîëè÷åñòâî ïîòåíöèàëüíî êîíôëèêòíûõ ïàðM (0 6M 6 70000), çà-
òåì ñàìè ïàðû, â êîòîðûõ ïîëÿðíèêè çàäàíû èõ íîìåðàìè îò 1 äî N .

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Ïðîãðàììà äîëæíà âûâåñòè â ïåðâîé ñòðîêå 0 (åñëè ðàñïðåäåëèòü ïî-
ëÿðíèêîâ íóæíûì îáðàçîì íåâîçìîæíî) ëèáî 1 (åñëè âîçìîæíî). Åñëè ðàñ-
ïðåäåëåíèå âîçìîæíî, òî âòîðàÿ è òðåòüÿ ñòðîêè äîëæíû ñîäåðæàòü ðàç-
äåëåííûå ïðîáåëàìè ñïèñêè ïîëÿðíèêîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé
ãðóïïå. Íóæíî ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû ðàçìåðû ãðóïï áûëè ìàêñèìàëü-
íî îäèíàêîâûìè (ò. å. ðàçíîñòü êîëè÷åñòâ ïîëÿðíèêîâ â ãðóïïàõ ïî ìîäóëþ
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äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíà), îáå ãðóïïû äîëæíû îêàçàòüñÿ íå ïóñòûìè. Åñ-
ëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, âûâîäèòå ëþáîé èç íèõ.

Ïðèìåð

n.in n.out
5 3 1 2 1 4 3 5 1

1 3
2 4 5

5 5 1 5 1 4 1 3 2 5 5 3 0

Ðàçáîð çàäà÷è N. Êîíôëèêò

Ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ãðàôîâ. Ïîëÿðíèêè � âåðøèíû, ôàêòû âçàèìíîé
íåïðèÿçíè � ð¼áðà (íåîðèåíòèðîâàííûå). Çàïóñêàåì ïîèñê èç êàêîé-íèáóäü
âåðøèíû. ×òî ýòî áóäåò çà ïîèñê (â øèðèíó, â ãëóáèíó èëè åù¼ êàêîé) �
íåâàæíî8, ãëàâíîå � ÷òîáû îí îòìåòèë ñòàðòîâóþ âåðøèíó, íàïðèìåð, åäè-
íè÷êîé, à ïîòîì âñå âåðøèíû, ñîñåäíèå (ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì) ñ ïîìå÷åí-
íûìè åäèíè÷êàìè, ïîìå÷àë äâîå÷êàìè, à ñîñåäíèå ñ ïîìå÷åííûìè äâîå÷-
êàìè � åäèíè÷êàìè. Åñëè âîçíèêëà õîòÿ áû îäíà ñèòóàöèÿ, ÷òî ñîñåäíèå
âåðøèíû ïîìå÷åíû îäèíàêîâî, ðàñïðåäåëåíèå ïî ãðóïïàì íåâîçìîæíî. Åñ-
ëè íå âîçíèêëî � åäèíè÷êè è äâîå÷êè çàäàþò ðàñïðåäåëåíèå, êîãî â êàêóþ
ãðóïïó âêëþ÷èòü.

Â âûøåèçëîæåííîì àëãîðèòìå íåò è íå ìîæåò áûòü íèêàêèõ îïòèìèçà-
öèé. Ïîèñê íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðàâåíñòâó ðàçìåðîâ ãðóïï ïðîèñõî-
äèò, êîãäà âûøåîïèñàííûé ãðàô ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ (áîëåå ÷åì îäíîé)
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî âíóòðè íåêîòîðûõ èç êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ìîæíî îáìåíÿòü ìåñòàìè äîëè.

v1 v2

v3 v4 v5 v6

v7

v8 v9
Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ.,

ìîæíî âñå íèæíèå âåðøèíû (v1, v2, è v7) íàçíà÷èòü
â îäíó äîëþ, âñå âåðõíèå (v3, v4, v5, v6, v8 è v9) �
â äðóãóþ. À ìîæíî, �ïåðåâåðíóâ� ïðàâóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, ïîëó÷èòü
äîëè {v1, v2, v8, v9} è {v3, v4, v5, v6, v7}.

Îòäåëüíî âçÿòàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ïîðîæä¼ííàÿ âåðøèíàìè
{v1, v2, v3, v4, v5, v6}, âñåãäà çàíîñèò â îäíó èç äîëåé 2 âåðøèíû, â äðóãóþ �
4 âåðøèíû. Èíûìè ñëîâàìè, çàíîñèò â îäíó èç äîëåé íà 2 âåðøèíû áîëü-
øå, ÷åì â äðóãóþ. Â íåêîòîðîì ñìûñëå � ïðèáàâëÿåò 4−2=2 ëèáî â îäíó
äîëþ, ëèáî â äðóãóþ.

8ðåêóðñèâíûì ïîèñêîì â ãëóáèíó ëó÷øå âñ¼ æå íå ïîëüçîâàòüñÿ âî èçáåæàíèå ïåðåïîëíåíèÿ ñòåêà
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Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé ýòàï ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ çàäà-
÷åé E, ãäå ðîëü ðàçìåðà îòäåëüíî âçÿòîé íåäåëèìîé ãðóïïû èãðàåò ðàçíîñòü
ðàçìåðîâ äîëåé îòäåëüíî âçÿòîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Çàäà÷à O. Ðóññêîå ëîòî

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: o.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: o.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äëÿ èãðû â �ðóññêîå ëîòî� èñïîëüçóþòñÿ êàðòî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì:

� êàðòî÷êà ñîñòîèò èç 3-õ ñòðîê è N ñòîëáèêîâ;

K êëåòîê â êàæäîé ñòðîêå çàíÿòû öåëûìè ÷èñëàìè (îñòàëüíûå ñâî-
áîäíû);

�� â i-ì ñòîáëöå ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî ÷èñëà èç äèàïàçîíà ai . . . bi;

� îäíî è òî æå ÷èñëî íå ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ íà îäíîé è òîé æå êàðòî÷êå.
Ïðèìåð êàðòî÷êè:

Íàéòè êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êàðòî÷åê.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíî äâà ÷èñëà � N è K (3 6 N 6 9, 1 < K < N).
Â êàæäîé èç ñëåäóþùèõ N ñòðîê çàïèñàíî äâà öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñëà ai è bi, íå ïðåâûøàþùèå 1000. Ãàðàíòèðîâàííî, ÷òî ai < bi, bi < ai+1
è bi−ai < 20.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Ïðîãðàììà äîëæíà âûâåñòè îäíî ÷èñëî � èñêîìîå êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê.
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Ïðèìåð

o.in o.out
9 5
1 9
10 19
20 29
30 39
40 49
50 59
60 69
70 79
80 90

817687046204481600000

Ðàçáîð çàäà÷è O. Ðóññêîå ëîòî

Âðåìåííî ïðåäñòàâèì, áóäòî êëåòî÷êè íå ñîäåðæàò ÷�èñëà,
à ïðîñòî çàíÿòû ëèáî ñâîáîäíû (ïðèìåð êàðòî÷êè ñì. ñïðàâà).
Òîãäà êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ìåòêè (çàíÿòü êëåòî÷êè) âíóòðè îä-

íîé ñòðîê�è ðàâíî CK
N , à ïî âñåì òð¼ì ñòðîêàì

(
CK
N

)3
. ÏðèN≤9 ýòî íå î÷åíü

ìíîãî, è èõ ìîæíî ïåðåáðàòü.
Êîãäà çàôèêñèðîâàí êîíêðåòíûé ñïîñîá ðàññòàíîâêè ìåòîê, ëåãêî ñî-

ñ÷èòàòü, ñêîëüêî êëåòî÷åê çàíÿòî â 1-ì, 2-ì, . . . , N -ì ñòîëáèêàõ � îáî-
çíà÷èì ýòè êîëè÷åñòâà u1, u2, . . . , uN . Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé â êàæäîì èç ñòîëáèêîâ: di=bi−ai+1.

Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî �íàñòîÿùèõ� êàðòî÷åê ñ ÷èñëàìè, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ òàêîé êàðòî÷êå ñ ìåòêàìè, ðàâíî A(d1, u1)·A(d2, u2)· . . . ·A(dN , uN),
ãäå A(d, u), îáû÷íî îáîçíà÷àåìîå Au

d � êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé èç d ïî u
â ñìûñëå êîìáèíàòîðèêè. Ïîñêîëüêó êàæäîé êàðòî÷êå ñ ÷èñëàìè ñîîòâåò-
ñòâóåò òîëüêî îäíà êàðòî÷êà ñ ìåòêàìè, ñóììà óïîìÿíóòûõ ïðîèçâåäåíèé
äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ðàññòàíîâîê ìåòîê è áóäåò îòâåòîì çàäà÷è.

Óñëîâèå çàäà÷è äîïóñêàåò ñëó÷àé bi=ai+1, ò. å. di = 2. À ñðåäè âñåõ
âîçìîæíûõ ðàññòàíîâîê ìåòîê áóäóò òàêæå è ïî òðè â îäíîì ñòîëáèêå. Ýòî
ìîæíî ïûòàòüñÿ êàê-òî îòáðàñûâàòü çàðàíåå. À ìîæíî ïðîñòî ïîëàãàòü,
÷òî A3

2 = 0.
Äëÿ óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèé, îòâåò íå âñåãäà áóäåò ïîìåùàòüñÿ â ñòàí-

äàðòíûå òèïû (â ò. ÷. _int64), ïîýòîìó íóæíà äëèííàÿ àðèôìåòèêà. Òî÷-
íåå, èíèöèàëèçàöèÿ äëèííîãî ÷èñëà êîðîòêèì, ñëîæåíèå äëèííûõ ÷èñåë è
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óìíîæåíèå äëèííîãî íà êîðîòêîå.
Íàêîíåö, êàê ïåðåáèðàòü âñå âîçìîæíûå ðàññòàíîâêè ìåòîê íà êàðòî÷-

êå? Åñòü ìíîãî ñïîñîáîâ, îäèí èç íèõ � ïðåäñòàâèòü âñ¼ ïîëå â vector-å,
ñîäåðæàùåì òðè vector-à, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò N −K øòóê íó-
ëåé èK øòóê åäèíèö (èçíà÷àëüíî èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå), è â òð¼õ öèêëàõ
(âëîæåííûõ) ïðèìåíÿòü ê ýòèì vector-àì ôóíêöèþ next_permutation.

Ïîõîæå, ÷òî ðàññìîòðåííûé òóò ñïîñîá ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ñìûñëàõ
ëó÷øå ðåêóðñèâíîãî, ðàññìîòðåííîãî â êíèãå Ïîðóáë¼â�Ñòàâðîâñêèé (äà-
æå ïîñëå ïîïûòîê ãðàìîòíî ïðèìåíèòü ê òîìó ðåêóðñèâíîìó ñïîñîáó çà-
ïîìèíàíèÿ ïîäçàäà÷). . .

Çàäà÷à P. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: p.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: p.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äàíî àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå, ñîñòîÿùåå èç îäíîöèôðîâûõ (îò 0
äî 9) ÷èñåë, ìåæäó êîòîðûìè ïîñòàâëåíû çíàêè îïåðàöèé ¾+¿, ¾-¿ è ¾*¿.
Íóæíî âñòàâèòü â çàäàííîå âûðàæåíèå êðóãëûå ñêîáêè òàê, ÷òîáû ïîëó-
÷èòü ïðàâèëüíîå àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå, èìåþùåå íàèáîëüøåå âîç-
ìîæíîå çíà÷åíèå.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âõîä ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ñòðîêó � àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå, ñî-
ñòîÿùåå èç îäíîöèôðîâûõ (îò 0 äî 9) ÷èñåë, ìåæäó êîòîðûìè ïîñòàâëåíû
çíàêè îïåðàöèé ¾+¿, ¾-¿ è ¾*¿. Äëèíà ñòðîêè íå ïðåâûøàåò 555 ñèìâîëîâ.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ.
Âòîðàÿ ñòðîêà � ñïîñîá ðàññòàíîâêè êðóãëûõ ñêîáîê, ïðè êîòîðîì äî-

ñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ.
Ðàññòàíîâêà ñêîáîê äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òàêèì óñëîâèÿì:

� îòäåëüíî âçÿòîå ÷èñëî íåëüçÿ áðàòü â ñêîáêè;

�� âñ¼ âûðàæåíèå â öåëîì íåëüçÿ áðàòü â ñêîáêè;
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� ëþáîå äðóãîå ïîäâûðàæåíèå íåîáõîäèìî áðàòü â ñêîáêè, äàæå åñëè
ïîðÿäîê âîîáùå-òî íå âàæåí (íàïðèìåð, �(2+2)+2�) èëè îïðåäåëÿåòñÿ
ïðèîðèòåòàìè (íàïðèìåð, �(2*2)-2�).

Åñëè ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ðàññòàíîâêè ñêîáîê, ïðè êîòîðûõ äîñòè-
ãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ, âûâîäèòå ëþáóþ îäíó èç íèõ.
Îòâåò áóäåò çàñ÷èòàí, åñëè îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè è ÷èñëîâîãî îòâåòà
(1-é ñòðîêè), è çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ èç 2-é ñòðîêè íå ïðåâûøàþò 10−9.

Ïðèìåð

p.in p.out
1+2-3*4 0

((1+2)-3)*4

Ðàçáîð çàäà÷è P. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

Çàäà÷à, â îñíîâíîì, ðàçîáðàíà íà ëåêöèè. Ãëàâíûé íåî÷åâèäíûé
ìîìåíò � äëÿ îáðàòíîãî õîäà óäîáíî õðàíèòü è òî k, ïðè êîòî-
ðîì äîñòèãíóò max èëè min, è, äëÿ ïðîèçâåäåíèé, êàêîé èç ÷å-
òûð¼õ âàðèàíòîâ EMax(i, k−1)×EMax(k, j),EMax(i, k−1)×EMin(k, j),
EMin(i, k−1)×EMax(k, j) èëè EMin(i, k−1)×EMin(k, j) áûë âûáðàí.
À ðàç ýòî íàäî ñäåëàòü äëÿ ïðîèçâåäåíèé, òî ðàäè åäèíîîáðàçèÿ ìîæíî
ñäåëàòü è äëÿ äðóãèõ äåéñòâèé.

Çàäà÷à Q. Ïóòü ÷åðåç ãîðû 2

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: q.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: q.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ïîâåðõíîñòü Çåìëè â ãîðíîé ìåñòíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëîìà-
íîé ëèíèè. Âåðøèíû ëîìàíîé ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ (x1, y1), (x2, y2), . . . ,
(xN , yN), ïðè ýòîì xi < xi+1. Îáû÷íûé ãîðíûé ìàã íàõîäèòñÿ â òî÷êå
(x1, y1) è î÷åíü õî÷åò ïîïàñòü â òî÷êó (xN , yN). Ïðè ýòîì îí ìîæåò ïå-
ðåìåùàòüñÿ òîëüêî ïåøêîì. Îí ìîæåò õîäèòü ïî ïîâåðõíîñòè Çåìëè (ò. å.
âäîëü ëîìàíîé). À ìîæåò ñîòâîðèòü â âîçäóõå ìîñò è ïðîéòè ïî íåìó. Ìîñò
ìîæåò ñîåäèíÿòü äâå âåðøèíû ëîìàíîé: ìîñò íå ìîæåò íà÷èíàòüñÿ è çà-
êàí÷èâàòüñÿ íå â âåðøèíå ëîìàíîé, è ìîñò íå ìîæåò ïðîõîäèòü ïîä çåìëåé
(â ò. ÷. íå ìîæåò áûòü òóííåëåì â ãîðå), íî ìîñò ìîæåò êàêèì-òî ñâîèì
ó÷àñòêîì ïðîõîäèòü ïî ïîâåðõíîñòè çåìëè. Äëèíà ìîñòà íå ìîæåò áûòü
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áîëüøå R. Ìàã ìîæåò ïîñòðîèòü ìîñòû ñóììàðíîé äëèíîé íå áîëåå K. Ïî-
ñëå ïðîõîæäåíèÿ ìîñòà, îí (ìîñò) ðàñòâîðÿåòñÿ â âîçäóõå. Êàêîå íàèìåíü-
øåå ðàññòîÿíèå ïðèä¼òñÿ ïðîéòè ìàãó, ÷òîáû îêàçàòüñÿ â òî÷êå (xN , yN)?

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïðîãðàììà äîëæíà ïðî÷èòàòü ñíà÷àëà íàòóðàëüíîå ÷èñëî N
(2 6 N 6 64); çàòåì öåëîå ÷èñëî R (0 6 R 6 10000) � ìàêñèìàëüíóþ âîç-
ìîæíóþ äëèíó îäíîãî ìîñòà; äàëåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî S (R 6 S 6 10000)
� ìàêñèìàëüíóþ ñóììàðíóþ äëèíó ìîñòîâ. Äàëåå êîîðäèíàòû (x1, y1),
(x2, y2), . . . , (xN , yN). Âñå êîîðäèíàòû � öåëûå ÷èñëà, íå ïðåâûøàþùèå
ïî ìîäóëþ 10000, äëÿ âñåõ i îò 1 äî N−1 âûïîëíÿåòñÿ xi < xi+1.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Ïðîãðàììà äîëæíà âûâåñòè îäíî ÷èñëî � ìèíèìàëüíóþ äëèíó ïóòè,
êîòîðóþ ïðèä¼òñÿ ïðîéòè ìàãó (êàê ïî çåìëå, òàê è ïî ìîñòàì). Îòâåò
âûâåäèòå ñ òî÷íîñòüþ 5 öèôð ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè.

Ïðèìåð

q.in q.out
5 2 2
0 0
2 2
3 -1
4 1
5 0

9.64099

Ðàçáîð çàäà÷è Q. Ïóòü ÷åðåç ãîðû 2

Áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ð¼áðà è ïóòè âìåñòî äëèíû (îäíîãî ÷èñëà) ïàðîé
÷èñåë: îáùåé äëèíîé totd è ìàãè÷åñêîé äëèíîé magd. Ïðè ýòîì totd ëþ-
áîãî îòðåçêà ðàâíà åãî ãåîìåòðè÷åñêîé äëèíå; äëÿ ïðîõîæäåíèé ïî çåìëå
magd= 0, äëÿ ìîñòîâ magd= totd.

Îöåíêîé ðàññòîÿíèÿ äî âåðøèíû (àíàëîãîì äëèíû êðàò÷àéøåãî èç èç-
âåñòíûõ ïóòåé ê ýòîé âåðøèíå) áóäåì ñ÷èòàòü íàáîð âñåõ ðàçíûõ ïàð
〈totd, magd〉, ìèíèìàëüíûõ9 ïî îòíîøåíèþ A � B

def⇐⇒(A.totd6B.totd)∧
∧ (A.magd6B.magd). Èíûìè ñëîâàìè, ïàðà õðàíèòñÿ⇔ å¼ íåëüçÿ çàìåíèòü

9ýëåìåíò ìèíèìàëåí, åñëè íåò íè îäíîãî ýëåìåíòà, ìåíüøåãî, ÷åì îí; äëÿ íåëèíåéíûõ îòíîøåíèé
ïîðÿäêà ìèíèìàëüíûìè ìîãóò áûòü ñðàçó íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ
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íà ãàðàíòèðîâàííî ëó÷øóþ ïàðó (ñ íå á�îëüøèìè è totd, è magd). Ðàçóìå-
åòñÿ, ïàðû, â êîòîðûõ magd ïðåâûøàåò çàäàííûé ëèìèò S, õðàíèòü áåñ-
ñìûñëåííî (äàæå åñëè îíè ìèíèìàëüíû).

Â äàííîé âåðñèè çàäà÷è ãàðàíòèðîâàííî íåâûãîäíî âîçâðàùàòüñÿ, ò. å.
äåëàòü êàêèå áû òî íè áûëî õîäû ñïðàâà íàëåâî (ñòðîÿ ëè ìîñòû èëè èäÿ
âäîëü ðåëüåôà). Äîêàæåì ýòî.

Ïðåäïîëîæèì, áóäòî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ìàðøðóò, ñîäåðæàùèé
âîçâðàòû. Òîãäà â í¼ì ñóùåñòâóåò âåðøèíà B, â êîòîðóþ ïðèõîäÿò ñëåâà
è óõîäÿò âëåâî æå. Ïðèéòè âäîëü ðåëüåôà ñëåâà è óéòè âäîëü ðåëüåôà
íàëåâî áåññìûñëåííî (ìîæíî âûðåçàòü ïðîéäåííîå äâàæäû ïîäðÿä çâåíî
ëîìàíîé, òàê ÷òî òàêîé ìàðøðóò íå ìèíèìàëåí). Ñëåäîâàòåëüíî, B � îäèí
èç êîíöîâ ìàãè÷åñêîãî ìîñòà. Ðàññìîòðèì ýòîò ìîñò; ïðè÷¼ì, åñëè òàêèõ
ìîñòîâ äâà (è ïðèõîäÿò, è óõîäÿò ïî ìîñòàì), ðàññìîòðèì âåðõíèé èç íèõ.
(Äëÿ ëþáèòåëåé àáñîëþòíîé ñòðîãîñòè ñêàæåì, ÷òî åñëè ïðîâåñòè âåðòè-
êàëüíóþ ïðÿìóþ x=B. x− ε, òî âåðõíèì áóäåò òîò èç îòðåçêîâ, ÷üÿ òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòîé ïðÿìîé èìååò á�îëüøóþ y-êîîðäèíàòó.) Îáîçíà÷èì äðó-
ãîé êîíåö ðàññìàòðèâàåìîãî ìîñòà êàê A (íåâàæíî, ïðèõîäÿò ëè â B ñëåâà
ïî ìîñòó AB èëè óõîäÿò èç B íàëåâî ïî ìîñòó BA).

Îáîçíà÷èì âåðøèíó, â êîòîðóþ ïîøëè ïîñëå AB (èç êîòîðîé ïðèøëè
ïåðåä BA) êàê C. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî C íàõîäèòñÿ íèæå îòðåçêà AB
è ÷òî A. x<C. x<B. x. Ïîêà áóäóò ïðîèñõîäèòü äàëüíåéøèå ïåðåõîäû
(ïî ìîñòàì èëè âäîëü ðåëüåôà) âíóòðè äèàïàçîíà îò A äî B, îáà ýòè ñîîò-
íîøåíèÿ áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ. Ìèíèìàëüíûé ìàðøðóò íå ìîæåò ñîäåðæàòü
ïîâòîðîâ âåðøèí (èíà÷å ôðàãìåíò ìåæäó ïîñåùåíèÿìè îäíîé è òîé æå
âåðøèíû ìîæíî áûëî áû âûðåçàòü). Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà áûòü íåêîòî-
ðàÿ âåðøèíà D, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òåì æå äâóì óñëîâèÿì è ÿâëÿþùàÿñÿ
êîíöîì ìîñòà, âûâîäÿùåãî çà ïðåäåëû äèàïàçîíà îò A äî B.

A

BD

E A

BD

E

Ñëåäîâàòåëüíî, èç äîïóùåíèÿ î âîçìîæíîñòè ìèíèìàëüíûõ ìàðøðóòîâ,
ñîäåðæàùèõ âîçâðàòû, ñëåäóåò, ÷òî òàêîé ìàðøðóò îáÿçàòåëüíî äîëæåí
èìåòü îäèí èç äâóõ âèäîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ.: èìåþòñÿ ìîñòûAB èDE,
è ïðè ýòîì ëèáî A. x<D. x<B. x<E. x, ëèáî E. x<A. x<D. x<B. x.

×àñòü ìåæäó B è D íàðèñîâàíà âîëíèñòî � îíà ìîæåò áûòü õîòü îä-
íèì îòðåçêîì ëîìàíîé, õîòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çâåíüåâ ëîìàíîé, õîòü
ñîäåðæàòü êàê çâåíüÿ ëîìàíîé òàê è ìîñòû. Ýòè ïîäðîáíîñòè íàñ ñåé÷àñ
íå èíòåðåñóþò. Íå èíòåðåñóåò äàæå, äåéñòâèòåëüíî ëè âåñü ïóòü îò B äî D
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èä¼ò â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè èëè âíóòðè íåãî åñòü ñâîè èçìåíåíèÿ
íàïðàâëåíèÿ.

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòè ñëó÷àè ïîäðîáíåå, íà÷àâ ñ áîëåå ïðàâäîïîäîáíîãî
A. x<D. x<B. x<E. x. Ðàññìîòðèì åãî ïîäñëó÷àé D. y 6 B. y. Ïðîâåä¼ì
÷åðåç B ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ, îáîçíà÷èì òî÷êó å¼ ïåðåñå÷åíèÿ ñ DE
êàê P . Ïîêàæåì, ÷òî âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïóòü èç B â E, ëó÷øèé10,
÷åì ðàññìàòðèâàåìûé (÷åðåç D).

A

B

D

E

P

K
T

Åñëè áû âñåãäà ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü ìîñò BE,
äîêàçàòåëüñòâî áûëî áû òðèâèàëüíûì: äëÿ íåïî-
ñðåäñòâåííîãî ïåðåõîäà B→E, è magd è totd ðàâ-
íû äëèíå ìîñòà |BE|, à äëÿ ïåðåõîäà ÷åðåç D
è magd è totd âêëþ÷àþò â ñåáÿ êàê ñîñòàâëÿþùóþ
÷àñòü PE ìîñòà DE. À |PE|> |BE|, ò. ê. ∠PBE òóïîé.

Ëîìàíàÿ ìîæåò ñîäåðæàòü íåêóþ âåðøèíó K, òàêóþ, ÷òî ïîñòðîèòü
ìîñò DE ìîæíî, à BE � íåò. Îäíàêî â äàííîé çàäà÷å ýòî ìîæíî ó÷åñòü è
�ñïàñòè� ðàññóæäåíèå ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Ïðîñòî ïîñòðîèì íå ìîñò BE,
à äâà ìîñòà: BK è KE, è îòäåëüíî ïîëó÷èì |TE|> |KE|, îòäåëüíî |PT |>
> |BK| (ãäå T � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé
÷åðåç K, ñ îòðåçêîì DE).

Åñëè æå ¾ìåøàåò¿ íå îäíà âåðøèíàK, à ìíîãî, íàäî ïîñòðîèòü íåñêîëü-
êî ìîñòîâ âäîëü âåðõíåé âûïóêëîé îáîëî÷êè âñåõ ýòèõ �ìåøàþùèõ� âåð-
øèí; äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî âîçâðàùàþùèéñÿ îáðàòíî ìàðø-
ðóò íå ìèíèìàëåí. Ýòî áûëî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îäíîãî èç ñëó÷àåâ, íî
äëÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ âñ¼ èëè àíàëîãè÷íî, èëè ïðîùå. Åñëè A. x<D. x<
<B. x<E. x, íî D. y > B. y, òî âìåñòî òîãî, ÷òîá çàìåíÿòü ôðàãìåíò ïó-
òè B→D→E íà íîâûå ìîñòû, çàìåíèì ôðàãìåíò A→B→D. Åñëè æå
E. x<A. x<D. x<B. x, òî ìîæíî, íàïðèìåð, ïðîëîæèòü íîâûå ìîñòû
âäîëü âûïóêëîé îáëî÷êè ìåæäó A è E, çàìåíèâ íà íèõ âåñü ðàññìàòðè-
âàåìûé ôðàãìåíò (òî ëè A→B→D→E, òî ëè E→D→B→A).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè êîíöû ìàðøðóòà ìîãóò íå ñîâïàäàòü ñ êîíöàìè
ëîìàíîé, òî è äîêàçàòåëüñòâî, è ñàìî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå íåâåð-
íû. Íàïðèìåð, ïðè îãðàíè÷åíèè íà äëèíó ìîñòà 4, ëîìàíîé P1 = (0, 4),
P2 = (1,−1000), P3 = (2, 0), P4 = (3, 3), ñòàðòå P1 è ôèíèøå P3, ïðè íåêî-
òîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà S îïòèìàëüíûì îêàæåòñÿ ìàðøðóò P1→P4→P3.

Èòàê, â îáùèõ ÷åðòàõ àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ìîæåò âûãëÿ-
äåòü òàê: ïðîéòè ïî âñåì âåðøèíàì ëîìàíîé îò 2-é äî ïîñëåäíåé, âû÷èñëÿÿ
äëÿ êàæäîé âåðøèíû íàáîð âñåõ ìèíèìàëüíûõ â âûøåîïèñàííîì ñìûñëå
îöåíîê. Êîãäà ýòîò íàáîð áóäåò íàéäåí äëÿ ïîñëåäíåé âåðøèíû � íàéòè

10ïî âñ¼ òîìó æå íåëèíåéíîìó îòíîøåíèþ ïîðÿäêà, ò. å. ñ ìåíüøèìè è totd, è magd îäíîâðåìåííî
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â ýòîì íàáîðå ïàðó ñ ìàêñèìàëüíûì íå ïðåâûøàþùèì S çíà÷åíèåì magd.
(Èç îïðåäåëåíèÿ êîíêðåòíî äàííîãî îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà è îïðåäåëåíèÿ ìè-
íèìàëüíîñòè ñëåäóåò: ýòà ïàðà áóäåò èìåòü ìèíèìàëüíóþ totd ñðåäè âñåõ
äîïóñòèìûõ.)

Óâû, ýòî åù¼ íå âñ¼: õîòÿ äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèí-
ñòâà âõîäíûõ äàííûõ îïèñàííûé àëãîðèòì ðàáîòàåò äî-
ñòàòî÷íî áûñòðî, íà íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíî ñêîíòðóèðîâàííûõ ðåëüåôàõ
(ïðèìåð íà ðèñ. ñïðàâà) êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé ê ïî-
ñëåäíåé âåðøèíå ìîæåò äîñòèãàòü ïî÷òè 2N/2, ÷òî äëÿ N ≈ 60 íåäîïóñòè-
ìî. Íî õðàíèòü íåñêîëüêî êîïèé ñòðóêòóð ðàçìåðà N · 2N/2 ïðè N 6 32
åù¼ âïîëíå äîïóñòèìî, òàê ÷òî ñèòóàöèþ ìîæíî ñïàñòè ñ ïîìîùüþ òàêîãî
ïðè¼ìà.

Îðãàíèçóåì âû÷èñëåíèÿ ïî ïðèíèöèïó ¾äëÿ äàííîé âåðøèíû, ó÷ò¼ì, êà-
êèì îáðàçîì å¼ íàáîð ìèíèìàëüíûõ îöåíîê âëèÿåò íà íàáîðû ìèíèìàëü-
íûõ îöåíîê ïîñëåäóþùèõ âåðøèí (ñîñåäíåé è òåõ, êóäà ìîæíî ïðîâåñòè
ìîñò)¿. Íàïðèìåð, ïðè ñóùåñòâîâàíèè ìîñòîâ 1�3, 3�5, 1�5 è 1�7, ñíà÷à-
ëà (ïðè îáðàáîòêå 1-é âåðøèíû) áóäåò ó÷òåíî, êàêèì îáðàçîì ìîñòû 1�3,
1�5 è 1�7 âëèÿþò íà íàáîðû ìèíèìàëüíûõ îöåíîê 3-é, 5-é è 7-é âåðøèí,
è òîëüêî ïîòîì (ïðè îáðàáîòêå 3-é âåðøèíû) áóäåò ó÷òåíî âëèÿíèå ìîñòà
3�5 íà íàáîð 5-é âåðøèíû.

Ïðîâåä¼ì òàêèå âû÷èñëåíèÿ òîëüêî äëÿ ¾ëåâîé ïîëîâèíû¿ (i6N/2).
Ïî ïîñòðîåíèþ, ïðè ýòîì áóäóò íàéäåíû ïîëíûå íàáîðû ìèíèìàëüíûõ
îöåíîê äëÿ i6N/2, à äëÿ i >N/2 áóäóò íàéäåíû ìèíèìàëüíûå ñðåäè òåõ
ïóòåé, êîòîðûå íà ïîñëåäíåì øàãå ïðèõîäÿò11 èç ëåâîé ïîëîâèíû. È ïî-
ñòðîèì íàáîðû ìèíèìàëüíûõ ¾âñòðå÷íûõ¿ îöåíîê, ò. å. ñ÷èòàÿ îò ôèíèøà
(i=N).

Ïîñëå ýòîãî ìîæíî äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïðîâåñòè ïîèñê òàêîé ïàðû
ïðÿìîé ìèíèìàëüíîé îöåíêè è âñòðå÷íîé ìèíèìàëüíîé îöåíêè, äëÿ êîòî-
ðîé ñóììà magd íå ïðåâûøàåò ëèìèò S, à ñóììà totd ìèíèìàëüíà ñðåäè
âñåõ àíàëîãè÷íûõ ñóìì. Ñðåäè ýòèõ ìèíèìóìîâ äëÿ âåðøèí ñëåäóåò íàéòè
âñåîáùèé ìèíèìóì � îí è áóäåò îêîí÷àòåëüíûì îòâåòîì. (Ïåðå÷åíü âåð-
øèí, äëÿ êîòîðûõ ñëåäóåò ïðîâåñòè ñëèÿíèå, ìîæíî ñîêðàòèòü, âçÿâ ëèøü
ñðåäíþþ, ò. å. íà ãðàíèöå ëåâîé è ïðàâîé ïîëîâèí, à òàêæå òå, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ìîñò, äðóãîé êîíåö êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â äðóãîé
ïîëîâèíå.)

Èäåîëîãè÷åñêè àëãîðèòì îïèñàí, íî êàê òåõíè÷åñêè ýôôåêòèâíî ðàáî-
òàòü ñ òàêèìè íàáîðàìè ìèíèìàëüíûõ îöåíîê? Îäèí èç ñïîñîáîâ � èñ-
ïîëüçîâàòü map<double, double>, ãäå 1-é ýëåìåíò (êëþ÷) � magd, 2-é (çíà-
÷åíèå) � totd. ÀÒÄ map àâòîìàòè÷åñêè óïîðÿäî÷èâàåò ïàðû ïî ñòðîãîìó

11îáû÷íî ïî ìîñòó, èñêëþ÷åíèÿ òîëüêî äëÿ êðàéíåé ëåâîé òî÷êè ïðàâîé ïîëîâèíû
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âîçðàñòàíèþ êëþ÷à (magd). ×òîá íå ðàáîòàòü ñ ïóñòûìè map-àìè, èçíà÷àëü-
íî çàïèøåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñïîñîá ¾äîéòè âäîëü ëîìàíîé, íå ñòðîÿ
ìîñòîâ¿.

Ïóñòü íàáîð ìèí. îöåíîê õðàíèòñÿ â map<double, double> E, îöåí-
êà íîâîãî ïóòè � â ýêçåìïëÿðå A ñòðóêòóðû ñ ïîëÿìè totd è
magd. Òîãäà ïðîâåðêó, ìèíèìàëüíà ëè A, ìîæíî ïðîâåñòè òàê: it =
E.upper_bound(A.magd+EPS) íàéä¼ò èòåðàòîð íà ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà,
÷åé êëþ÷ ñòðîãî áîëüøå A.magd. Äåëàåì it-- è ïîëó÷àåì èòåðàòîð íà áëè-
æàéøóþ ñíèçó ê A.magd ïàðó íàáîðà.12 Åñëè it->second<=A.magd, çíà÷èò
íîâàÿ ïàðà A íå ëó÷øå óæå âêëþ÷¼ííîé â íàáîð, è A íàäî ¾çàáûòü¿. Èíà÷å,
A ìèíèìàëüíà, è íàäî ïðîâåðèòü, íå ëó÷øå ëè îíà íåêîòîðûõ óæå õðàíÿ-
ùèõñÿ â map-å ïàð (åñëè ëó÷øå, òå ïàðû íàäî èñêëþ÷èòü). Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìèíèìàëüíûõ ïàð, óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âîçðàñòàíèþ magd, îäíîâðåìåí-
íî óïîðÿäî÷åíà ïî óáûâàíèþ totd (ýòî íå ãàðàíòèðóåòñÿ map-îì, ìû ñàìè
ïîääåðæèâàåì ýòî ñâîéñòâî).

Áëàãîäàðÿ ýòîìó, äîñòàòî÷íî ñ ïîìîùüþ if(it->first < A.magd-EPS)
it++; óñòàíîâèòü it íà ïåðâóþ ïàðó, ÷åé êëþ÷ áîëüøå-ðàâåí A.magd, ñäå-
ëàòü êîïèþ èòåðàòîðà it2=it; è óâåëè÷èâàòü it2, ïîêà íå äîøëè äî êîí-
öà E è ïîêà it2->second > A.totd+EPS. Ýòèì ìû óçíà¼ì ãðàíèöû óäàëÿ-
åìîãî äèàïàçîíà, ïîñëå ÷åãî âûçûâàåì erase.

Çàäà÷à R. Øàõìàòû

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: r.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: r.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 3 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå äëÿ äàííîé çàäà÷è ñòàíäàðòíûå
ïðàâèëà èãðû â øàõìàòû. Èãðàþò äâà èãðîêà, îäèí èãðàåò áåëûìè ôè-
ãóðàìè, äðóãîé ÷¼ðíûìè. Èãðà ïðîèñõîäèò íà äîñêå 8×8, ñòîëáèêè îáî-
çíà÷àþòñÿ áóêâàìè îò �a� äî �h� ñëåâà íàïðàâî, ñòðîêè � öèôðàìè îò 1
äî 8 ñíèçó ââåðõ. Êàæäàÿ êëåòêà äîñêè èëè ïóñòàÿ, èëè ñîäåðæèò îäíó
ôèãóðó. Åñëè ôèãóðà A (íå ïåøêà) ìîæåò ïîõîäèòü ñîãëàñíî ïðàâèëàì íà
êëåòêó, çàíÿòóþ ÷óæîé ôèãóðîé B, òî âñëåäñòâèå òàêîãî õîäà ôèãóðó B
áüþò, ò. å. ñíèìàþò ñ äîñêè. Ïîýòîìó îáî âñåõ êëåòêàõ, êóäà íåêîòîðàÿ
ôèãóðà ìîæåò ïîõîäèòü, ãîâîðÿò, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ ¾ïîä áîåì¿ äàííîé
ôèãóðû. Êîðîëþ çàïðåùåíî õîäèòü â êëåòêó, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïîä áîåì

12ïóòü âäîëü ðåëüåôà (magd = 0) óæå âêëþ÷¼í â E, à ïðè âûçîâå upper_bound ìû ïðèáàâèëè EPS

(íàïðèìåð, 1e-9), ïîýòîìó it áóäåò ïîêàçûâàòü êóäà-òî äàëüøå, ÷åì E.begin(), è it-- íå âûâåäåò çà
ïðåäåëû ðàçóìíûõ çíà÷åíèé
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ëþáîé ÷óæîé ôèãóðû. Åñëè îäèí èç èãðîêîâ ñäåëàë òàêîé õîä, ÷òî êîðîëü
ïðîòèâíèêà îêàçàëñÿ ïîä áîåì (ýòî íàçûâàþò ¾øàõ¿), ïðîòèâíèê îáÿçàí
îòâåòèòü òàêèì õîäîì, ÷òîáû åãî êîðîëü óæå íå áûë ïîä áîåì. Åñëè òàêîãî
õîäà íå ñóùåñòâóåò, òî ýòî íàçûâàþò ¾ìàò¿.

Êîðîëü ìîæåò õîäèòü íà îäíó êëåòêó â ëþáîì èç 8-ìè íàïðàâëåíèé
(âëåâî, âïðàâî, âïåðåä, íàçàä, â ëþáîì íàïðàâëåíèè ïî ëþáîé äèàãîíàëè).
Ôåðçü ìîæåò õîäèòü â ëþáîì èç 8-è íàïðàâëåíèé íà ëþáîå êîëè÷åñòâî
êëåòîê, íî íå ïåðåñåêàÿ êëåòîê, çàíÿòûõ ôèãóðàìè.

Ïóñòü íà øàõìàòíîé äîñêå íàõîäèòñÿ òðè ôèãóðû: áåëûé êîðîëü, áåëûé
ôåðçü è ÷¼ðíûé êîðîëü. Ñåé÷àñ õîä áåëûõ. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî õîäîâ îíè ãàðàíòèðîâàííî ñìîãóò ïîñòàâèòü ìàò? ×¼ðíûå áóäóò äåëàòü
âñ¼, äîïóñòèìîå ïðàâèëàìè èãðû, ÷òîáû èçáåæàòü ìàòà.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïðîãðàììà äîëæíà ïðî÷èòàòü ÷èñëî TEST_NUM � êîëè÷åñòâî òåñòî-
âûõ áëîêîâ, ïîòîì ñàìè áëîêè. Êàæäûé áëîê ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé ñòðîêîé,
â êîòîðîé çàïèñàíû òðè îáîçíà÷åíèÿ êëåòîê, ãäå íàõîäÿòñÿ áåëûé êîðîëü,
áåëûé ôåðçü è ÷¼ðíûé êîðîëü ñîîòâåòñòâåííî, ðàçäåëåííûå ïðîáåëîì (îáî-
çíà÷åíèå êëåòêè ñîñòîèò èç çàïèñàííûõ ñëèòíî îáîçíà÷åíèÿ ñòîëáöà è íî-
ìåðà ñòðîêè).

Âñå çàäàííûå ïîçèöèè ãàðàíòèðîâàííî äîïóñòèìû ñ òî÷êè çðåíèÿ øàõ-
ìàòíûõ ïðàâèë (íàïðèìåð, ÷¼ðíûé êîðîëü íå ïîä áîåì).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âàøà ïðîãðàììà äîëæíà âûâåñòè äëÿ êàæäîãî òåñòà åäèíñòâåííîå ÷èñ-
ëî � ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî õîäîâ.

Ïðèìåð

r.in r.out
2
a3 b3 a1
a3 e3 b1

1
2

Ðàçáîð çàäà÷è R. Øàõìàòû

Âîçìîæíî, ñóùåñòâóþò (à ìîæåò, è íåò) áîëåå ýôôåêòèâíûå ðåøå-
íèÿ, îïèðàþùèåñÿ íà çíàíèÿ òåîðèè øàõìàò. Íî ìû ðàññìîòðèì ðåøåíèå,
íå òðåáóþùåå óçêîñïåöèàëèçèðîâàííûõ çíàíèé.
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Ìåòîäû, îáû÷íî èñïîëüçóåìûå â øàõìàòíûõ ïðîãðàììàõ, è ñëîæí�û, è
èñïîëüçóþò ñîâìåñòíî ñ äåðåâîì õîäîâ ýâðèñòè÷åñêèå îöåíêè ïîçèöèé, òàê
÷òî íåò óâåðåííîñòè, íàéäóò ëè îíè èìåííî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî õîäîâ.
Ê çàäà÷å âðÿä ëè ïðèìåí�èìî ÄÏ.

Åñëè ñ÷èòàòü ïàðàìåòðîì ÄÏ ïîçèöèþ èãðû, âîçíèêíåò ñèòóàöèÿ, ÷òî
èç ïîçèöèè À ìîæíî ïåðåéòè çà äâà ïîëóõîäà13 â ïîçèöèþ Á, à èç Á çà äâà
ïîëóõîäà � â À, è ÷òîá âû÷èñëèòü îòâåò äëÿ À, íàäî çíàòü îòâåò äëÿ Á, à
÷òîá âû÷èñëèòü äëÿ Á, íàäî çíàòü äëÿ À.

Åñëè áîðîòüñÿ ñ òàêèìè çàöèêëèâàíèÿìè, çàïîìèíàÿ, êàêèå ïîçèöèè óæå
ðàññìîòðåíû (íàïðèìåð, àíàëîãè÷íî ïîèñêó â ãëóáèíó), îöåíêà çàâèñèò
íå òîëüêî îò ñàì�îé ïîçèöèè, íî è îò ïðåäûäóùèõ � ñëåäîâàòåëüíî, ïîçèöèÿ
èãðû îïÿòü íå ìîæåò áûòü ïàðàìåòðîì ÄÏ. Åñëè æå ñ÷èòàòü ïàðàìåòðîì
ÄÏ è ïîçèöèþ, è ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäûäóùèõ ïîçèöèé, òî ïîäçàäà÷ ñëèø-
êîì ìíîãî. Äîáàâëÿåò ñëîæíîñòåé è òî, ÷òî ïàò (êîðîëü íå ïîä áîåì, õîäîâ
íåò) � íå ïðîèãðûø.

Òàê ÷òî çàäà÷à îñîáåííà íå ñòîëüêî ñëîæíîñòüþ (îíà óìåðåííà), ñêîëüêî
ïðîâîöèðîâàíèåì íåïðàâèëüíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ.

Çàêîäèðóåì ïîçèöèè 19-áèòîâûìè ÷èñëàìè: îäèí áèò � ÷åé õîä, òðèæäû
ïî øåñòü áèò � êîîðäèíàòû íà äîñêå êàæäîé èç òð¼õ ôèãóð.

Òàêèõ êîäîâ, âêëþ÷àÿ è êîäû íåâîçìîæíûõ ïîçèöèé, 219 (ïðèìåðíî ïîë-
ìèëëèîíà), ÷òî îòíîñèòåëüíî íåìíîãî. Ñíà÷àëà ðàññîðòèðóåì èõ ïî òð¼ì
ãðóïïàì: ìàòû (õîä ÷¼ðíûõ, êîðîëü ÷¼ðíûõ ïîä áîåì, õîäèòü íåêóäà),
íåâîçìîæíûå (áîëåå îäíîé ôèãóðû â îäíîé êëåòî÷êå; êîðîëè íà ñîñåä-
íèõ êëåòî÷êàõ; õîä áåëûõ, à ÷¼ðíûé êîðîëü ïîä áîåì áåëîãî ôåðçÿ) è âñå
îñòàëüíûå ïîçèöèè.

Ïðîéäÿ ïî ïåðå÷íþ âñåõ ìàòîâ, íàéä¼ì âñå îäíîïîëóõîäîâêè, ò. å. ïî-
çèöèè, èç êîòîðûõ çà îäèí ïîëóõîä (áåëûõ) ìîæíî ïðèéòè â ìàò. Çàòåì,
çíàÿ î êàæäîé ïîçèöèè, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà îäíîïîëóõîäîâêîé, ïåðåñìîòðåâ
âñå ¾îñòàëüíûå¿ ïîçèöèè, âûáåðåì èç íèõ äâóõïîëóõîäîâêè, ò. å. ïîçèöèè,
èç êîòîðûõ ëþáîé äîïóñòèìûé ïðàâèëàìè õîä ÷¼ðíûõ âåä¼ò â îäíîïîëó-
õîäîâêó. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîçèöèÿ � äâóõïîëóõîäîâêà, òî ïîñëå äâóõ
ïîëóõîäîâ (ñíà÷àëà ÷¼ðíûõ, ïîòîì áåëûõ) ÷¼ðíûì ïîñòàâÿò ìàò (ïðè ïðà-
âèëüíîé èãðå áåëûõ, äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé èãðû ÷¼ðíûõ).

Äàëåå ïîâòîðÿåì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ñ íåáîëüøèì îòëè÷èåì. Ïðîéäÿ
ïî ïåðå÷íþ âñåõ 2-ïîëóõîäîâîê, íàéä¼ì âñå 3-ïîëóõîäîâêè, ò. å. ïîçèöèè,
èç êîòîðûõ çà îäèí ïîëóõîä (áåëûõ) ìîæíî ïðèéòè â 2-ïîëóõîäîâêó. Ïðè
ýòîì 1-ïîëóõîäîâêè ñëåäóåò ïðîïóñêàòü � åñëè áåëûå ìîãóò ïîñòàâèòü ìàò
çà îäèí ïîëóõîä, íåçà÷åì ðàñòÿãèâàòü èãðó íà òðè ïîëóõîäà. Ïåðåñìîòðåâ
âñå ¾îñòàëüíûå¿ ïîçèöèè, âûáåðåì èç íèõ 4-ïîëóõîäîâêè, ò. å. ïîçèöèè, èç

13ïîëóõîä � õîä îäíîé èç ñòîðîí (áåëûõ èëè ÷¼ðíûõ)
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êîòîðûõ ëþáîé äîïóñòèìûé ïðàâèëàìè õîä (÷¼ðíûõ) âåä¼ò ëèáî â 1-ïîëó-
õîäîâêó, ëèáî â 3-ïîëóõîäîâêó, ïðè÷¼ì õîòÿ áû îäèí õîä � â 3-ïîëóõîäîâêó.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîçèöèÿ � 4-ïîëóõîäîâêà, òî ïðè ïðàâèëüíîé èãðå
îáåèõ ñòîðîí ïîñëå ÷åòûð¼õ ïîëóõîäîâ (÷¼ðíûõ, áåëûõ, ÷¼ðíûõ, áåëûõ)
÷¼ðíûì ïîñòàâÿò ìàò. Åñëè áåëûå áóäóò èãðàòü íåïðàâèëüíî, ìàò ìîæåò
íàñòóïèòü ïîçæå èëè íå íàñòóïèòü âîîáùå; åñëè ÷¼ðíûå � ìàò ìîæåò íà-
ñòóïèòü óæå ÷åðåç äâà ïîëóõîäà.

Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ (çíàÿ 2k-ïîëóõîäîâêè, ñòðîèì (2k+1)- è (2k+2)-
ïîëóõîäîâêè) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû. Ïðîöåññ îáðûâàåòñÿ, êîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïîëóõîäîâîê íåò (ðåàëüíî, 20-ïîëóõîäîâêè åù¼ åñòü, à 21-ïîëó-
õîäîâîê óæå íåò).

×òîáû áûñòðî îïðåäåëÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîçèöèÿ 1-ïîëóõîäîâêîé, 2-ïîëó-
õîäîâêîé, . . . áóäåì ïîääåðæèâàòü ìàññèâ short a[1<<19] (ò. å. ñ äèàïàçî-
íîì èíäåêñîâ îò 0 äî 219−1), çíà÷åíèÿ êîòîðîãî áóäóò êàê-òî êîäèðîâàòü
ñèòóàöèè ¾íåâîçìîæíàÿ¿, ¾ìàò¿, ¾1-ïîëóõîäîâêà¿, ¾2-ïîëóõîäîâêà¿, . . . ,
¾åù¼ íå èçâåñòíî¿.

Ýòîò àëãîðèòì âûïîëíÿåò äîâîëüíî ìíîãî äåéñòâèé; ãðóáàÿ âåðõíÿÿ
îöåíêà � P ·D·M , ãäå P � êîëè÷åñòâî ïîçèöèé (≈219), D � ìàêñèìàëü-
íîå êîëè÷åñòâî ïîëóõîäîâ (20), M � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî äîïóñòèìûõ èç
ïîçèöèè õîäîâ (≈10). Íî ýòè äåéñòâèÿ ìàëî çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà ïîçè-
öèé, äëÿ êîòîðûõ íàäî ðåøèòü çàäà÷ó (çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ âñåõ ïîçèöèé,
è îñòà¼òñÿ ëèøü áðàòü ãîòîâûå îòâåòû).

Ïðè íåïðàâèëüíîé èãðå, áåëûå ìîãóò ïîòåðÿòü ôåðçÿ (ïîäñòàâèâ åãî ïîä
áîé ÷¼ðíîãî êîðîëÿ â êëåòî÷êå, íå ñîñåäíåé ñî ñâîèì êîðîë¼ì), ïîñëå ÷åãî
óæå íå ñìîãóò ïîñòàâèòü ìàò. Ýòî íàäî ó÷åñòü ïðè îòáîðå ïîçèöèé-ìàòîâ
è íåâîçìîæíûõ ïîçèöèé.

Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.

221



Äåíü Äìèòðèÿ Êîðäóáàíà

Äåíü øåñòîé (24.02.2010ã).
Êîíòåñò Äìèòðèÿ Êîðäóáàíà

Îá àâòîðå...

Êîðäóáàí Äìèòðèé Àëåêñàíäðî-
âè÷, ñòóäåíò 6 êóðñà ñïåöèàëüíîñòè �ñè-
ñòåìíûé àíàëèç è óïðàâëåíèå� Íàöèî-
íàëüíîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Óêðà-
èíû �ÊÏÈ�. Ñ 2006 ãîäà çàìåñòèòåëü ãëà-
âû æþðè Êèåâñêîé ãîðîäñêîé îëèìïèàäû
øêîëüíèêîâ ïî èíôîðìàòèêå.

Íàó÷íûå èíòåðåñû:

� ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ;

�� ìàøèííîå îáó÷åíèå.

Îñíîâíûå äîñòèæåíèÿ:

� ó÷àñòíèê ôèíàëà ACM ICPC 2009 (34
ìåñòî);

�� ïîáåäèòåëü Âñåóêðàèíñêîé ñòóäåí÷å-
ñêîé îëèìïèàäû 2009.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Ââåäåíèå â ñóôôèêñíûå
ìàññèâû

Ìîòèâàöèÿ

Îñíîâîé âñåõ ñòðîêîâûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà òî÷íîãî âõîæäå-
íèÿ ïîäñòðîêè â ñòðîêó. Âîçíèêàþùèå ïðè å¼ ðåøåíèè îáúåêòû � ïðåôèêñ-
ôóíêöèÿ, Z-ôóíêöèÿ (èëè îñíîâíîé ïðåïðîöåññèíã ñîãëàñíî [5]) � õîðîøî
îïèñûâàþò ñîâïàäåíèÿ ñàìîé ñòðîêè ñî âñåìè å¼ ñóôôèêñàìè. Îäíàêî íà
ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è, ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå êîòîðûõ òðåáóåò
áîëåå ãëóáîêîãî àíàëèçà âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ ñòðîêè. Ïðèâåäåì íåêîòî-
ðûå èç íèõ.
Çàäà÷à 1. Äëÿ çàäàííîé ñòðîêè S = s1s2 . . . sn ëåêñèêîãðàôè÷åñêè îò-

ñîðòèðîâàòü âñå åå öèêëè÷åñêèå ñäâèãè si . . . sns1 . . . si−1.
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Çàäà÷à 2. Äëÿ çàäàííûõ ñòðîê S = s1s2 . . . sn è T = t1t2 . . . tm íàéòè
èõ íàèáîëüøóþ îáùóþ ïîäñòðîêó.
Çàäà÷à 3. Çàäàí òåêñò S = s1s2 . . . sn. Íåîáõîäèìî ïðåäîáðàáîòàòü åãî

çà ðàçóìíîå âðåìÿ òàê, ÷òîáû çàòåì ýôôåêòèâíî èñêàòü âõîæäåíèÿ ïðî-
èçâîëüíîãî îáðàçöà P = p1p2 . . . pm â S. Â îòëè÷èè îò çàäà÷è ñëîâàðíîãî
ïîèñêà, ãäå çàðàíåå çàäàíî ìíîæåñòâî îáðàçöîâ Pi, çäåñü çàïðîñû íà ïîèñê
ïîñòóïàþò îäèí çà äðóãèì.

Çàäà÷à 1 ëåæèò â îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåððîóçà-Óèëåðà, èñïîëüçó-
åìîãî äëÿ ñæàòèÿ äàííûõ. Å¼ íàèâíîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ îáùèõ ìåòî-
äîâ ñîðòèðîâêè ñðàâíåíèÿìè òðåáóåò Ω(n2 log n) âðåìåíè â õóäøåì ñëó÷àå.
Èñïîëüçîâàíèå ïîðàçðÿäíîé ñîðòèðîâêè ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü îöåíêó äî
Ω(n2)), ÷òî ïî-ïðåæíåìó ìîæåò áûòü íåïðèåìëåìî íà ïðàêòèêå.

Çàäà÷à 2 ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â âû-
÷èñëèòåëüíîé áèîëîãèè [5]. Åå íàèâíîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ àë-
ãîðèòìîâ ïîèñêà ïîäñòðîêè òðåáóåò ïî êðàéíåé ìåðå Ω(nm) âðåìåíè.

Çàäà÷à 3 ìîæåò âîçíèêàòü ïðè ðàçðàáîòêå áàçû äàííûõ, äîïóñêàþùåé
ïîèñê òî÷íûõ âõîæäåíèé î÷åíü äëèííûõ ñòðîê. Îäíèì èç ïðèìåðîâ ÿâëÿ-
åòñÿ áàçà äàííûõ äëÿ ãåíîìíûõ ÄÍÊ [5]. Î÷åâèäíîå ðåøåíèå ñ èñïîëüçî-
âàíèåì àëãîðèòìîâ ïîèñêà ïîäñòðîêè òðåáóåò ïî êðàéíåé ìåðå Ω(n + m)
âðåìåíè. Ýòî ñëèøêîì äîëãî äëÿ òèïè÷íûõ ïðèëîæåíèé, ãäå ðàçìåð òåêñòà
ìîæåò äîñòèãàòü ãèãàáàéò ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé äëèíå îáðàçöîâ.

Ñóôôèêñíûå ìàññèâû

Äëÿ ëþáîé ñòðîêè S = s1s2 . . . sn îáîçíà÷èì ÷åðåç Si å¼ ñóôôèêñ
sisi+1 . . . sn. Î÷åâèäíî, S = S1.

Ñóôôèêñíûì ìàññèâîì ñòðîêè S íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåê-
ñîâ a1, a2, . . . , an âñåõ å¼ ñóôôèêñîâ, óïîðÿäî÷åííûõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè.
Òàêèì îáðàçîì, Sa1

åñòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèìåíüøèé ñóôôèêñ, Sa2
�

âòîðîé ïî âåëè÷èíå, San
� íàèáîëüøèé.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñóôôèêñíîãî ìàññèâà è çàäà÷à 1 ïðàê-
òè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Â ñàìîì äåëå, åñëè ìû ïîñòðîèì ñóôôèêñíûé ìàñ-
ñèâ äëÿ ñòðîêè SS è âû÷åðêíåì èç íåãî âñå ñóôôèêñû äëèíîé íå áîëüøå
n, òî îñòàâøèåñÿ ñóôôèêñû áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåøåíèþ çàäà÷è 1. Åñ-
ëè æå ìû óìååì áûñòðî ðåøàòü çàäà÷ó 1, òî ìîæåì äîïîëíèòü ñòðîêó S
ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì $, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøèì âñåõ îñòàëüíûõ.
Òîãäà óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ ñòðîêè S$
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ñóôôèêñíûì ìàññèâîì S.

Ïîêàæåì, êàê ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷ó 1. Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ
�çàöèêëèì� âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñòðîêè, îòîæäåñòâèâ ìåæäó ñîáîé èíäåê-
ñû ñ îäèíàêîâûìè îñòàòêàìè ïî ìîäóëþ n. Èíûìè ñëîâàìè, âìåñòî êîíå÷-
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íîé ñòðîêè S áóäåì ðàáîòàòü ñ áåñêîíå÷íîé ñòðîêîé âèäà SSS . . . . Ïîñêîëü-
êó äëèíà âñåõ ñòðîê ðàâíà n, ýòî íå ïîâëèÿåò íà èõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé
ïîðÿäîê.

Îïðåäåëèì íà ñòðîêàõ îòíîøåíèå h-ïîðÿäêà ≤h:

S ≤h T ⇐⇒ s1s2 . . . sh ≤ t1t2 . . . th(ëåêñèêîãðàôè÷åñêè)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îòíîøåíèÿ =h, <h è èõ äîïîëíåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå 1. ≤h � îòíîøåíèå ïîðÿäêà.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè h ≥ n, òî h-ïîðÿäîê äëÿ öèêëè÷åñêèõ ñòðîê

äëèíû n ñîâïàäàåò ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì:
Óòâåðæäåíèå 3.

S ≤2h T ⇐⇒

{
S <h T , ëèáî

(S =h T ) ∧ (Sh ≤h Th)

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò êëþ÷åâóþ èäåþ íàøåãî ìåòîäà. Èç
íåãî ñëåäóåò, ÷òî èìåÿ h-ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ S
ëåãêî ïîëó÷èòü åãî 2h-ïîðÿäîê. Ìû ìîæåì âû÷èñëèòü îòíîøåíèå ≤2h, ñäå-
ëàâ íå áîëåå 2 îáðàùåíèé ê îòíîøåíèþ ≤h, ò.å. çà âðåìÿ O(1) ïðè äîëæíîé
ðåàëèçàöèè. Ýòî ïðèâîäèò ê àëãîðèòìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1:

1. Âû÷èñëèì 1-ïîðÿäîê âñåõ öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ S ñ ïîìîùüþ íåïî-
ñðåäñòâåííîé ñîðòèðîâêè. Ïîëîæèì h = 1.

2. Ïîêà h < n, áóäåì âûïîëíÿòü ñëåäóþùåå: ïðåîáðàçóåì h-ïîðÿäîê â
2h-ïîðÿäîê è óäâîèì h.

Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ïåðâîãî øàãà ðàâíà O(n log n) ïðè èñïîëüçîâàíèè
ñîðòèðîâêè ñðàâíåíèÿìè èëè O(n+ |Σ|) äëÿ ñîðòèðîâêè ïîäñ÷åòîì. Êîëè-
÷åñòâî èòåðàöèé íà âòîðîì øàãå ðàâíî Θ(log n). Êîððåêòíîñòü ñëåäóåò èç
óòâåðæäåíèÿ 2.

Âíóòðåííèé öèêë íà âòîðîì øàãå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî-ðàçíîìó, íî
îäèí ïðîñòîé ñïîñîá î÷åâèäåí: èñïîëüçîâàòü ñîðòèðîâêó ñðàâíåíèÿìè çà
O(n log n). Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì îáùóþ îöåíêó âðåìåíè ðàáîòû
O(n(log n)2), ÷òî íàìíîãî ëó÷øå Ω(n2). Ïðè èñïîëüçîâàíèè áèáëèîòå÷íîé
ñîðòèðîâêè ñ ïîëüçîâàòåëüñêèì êîìïàðàòîðîì òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ îêàçûâà-
åòñÿ äîñòî÷íî êîìïàêòíîé, à ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ñåðèè ýâðèñòèê � âïîëíå
ïðàêòè÷íîé.

Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü h-ïîðÿäîê â 2h-ïîðÿäîê äëÿ ìíî-
æåñòâà öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ çà O(n) [11]. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ èäååé
öèôðîâîé ñîðòèðîâêè. Ïóñòü íàì äàí h-ïîðÿäîê â âèäå ìàññèâà èíäåê-
ñîâ. Ïóñòü òàêæå íàì äàíî ðàçáèåíèå âñåõ öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ íà êëàññû
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ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ =h. ßñíî, ÷òî ïîñëå 2h-ñîðòèðîâêè ïîìå-
íÿòüñÿ ìåñòàìè ìîãóò òîëüêî h-ýêâèâàëåíòíûå ñòðîêè. Âûäåëèì ïàìÿòü
ïîä íîâûé ìàññèâ èíäåêñîâ è çàïîìíèì â íåì ïîçèöèè íà÷àëà áëîêîâ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ñ ïîìîùüþ ìàññèâà óêàçàòåëåé. Çàòåì ïðîéäåìñÿ ïî öèêëè÷åñêèì ñäâè-
ãàì â ïîðÿäêå h-íåóáûâàíèÿ. Êàæäûé ðàç, êîãäà ìû âñòðå÷àåì ñäâèã Si,
ïîìåñòèì ñäâèã Si−h íà ïåðâîå ìåñòî â ñîîòâåòñòâóþùåì áëîêå è ñäâèíåì
óêàçàòåëü íà íà÷àëî áëîêà. Îáîñíîâàíèå ýòîãî äåéñòâèÿ ïðîñòîå: ñðåäè âñåõ
ñäâèãîâ â êëàññå h-ýêâèâàëåíòíîñòè {Si−h} íàèìåíüøèì èç åùå íå ðàññìîò-
ðåííûõ áóäåò èìåííî Si−h, ò.ê. ñäâèã Si íàèìåíüøèé èç åùå íå ðàññìîòðåí-
íûõ è ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå 3.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ìåòîäà íàì íåîáõîäèìî ïîääåðæèâàòü ðàçáè-
åíèå íà êëàññû h-ýêâèâàëåíòíîñòè íà êàæäîé èòåðàöèè. Åãî ëåãêî âû÷èñ-
ëèòü íà 1 øàãå è çàòåì ïîääåðæèâàòü ïîñëå êàæäîãî øàãà çà O(n), îïè-
ðàÿñü íà àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 3 äëÿ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, îáùåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ñîñòàâèò O(n log n).

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, îáà àëãîðèòìà òðèâèàëüíî ïðåâðàùàþòñÿ â
àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ñóôôèêñíîãî ìàññèâà.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ðåàëèçàöèÿ îáîèõ ìåòîäîâ òðåáóåò ïðè-
ìåðíî îäèíàêîâûõ óñèëèé, õîòÿ ïåðâûé èäåéíî ïðîùå. Â ðåçóëüòåòå ýêñ-
ïåðèìåíòîâ àâòîðîì óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòîä ñî ñëîæíîñòüþ O(n(log n)2)
ðàáîòàåò ïðèìåðíî â 2 ðàçà ìåäëåíåå ìåòîäà ñî ñëîæíîñòüþ O(n log n) íà
ñòðîêàõ äëèíîé äî 5 · 105 ñèìâîëîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùèõ äâóõ
ýâðèñòèê:

1. Íà êàæäîé èòåðàöèè ñîðòèðîâàòü íå âñå ñòðîêè âìåñòå, à êàæäûé
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòäåëüíîñòè. Ýòî óïðîùàåò âèä êîìïàðà-
òîðà è óñêîðÿåò ðàáîòó íà áîëüøèíñòâå òåñòîâ.

2. Ïðåêðàùàòü ðàáîòó, êîãäà ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòîñòè äîñòèãëî n.
Ýòà ýâðèñòèêà èñïîëüçîâàëàñü è âî âòîðîì ìåòîäå.

Íåñìîòðÿ íè íà ÷òî, ñòðîêà âèäà S = aa . . . a ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ õóäøèì
ñëó÷àåì äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ. Ïîýòîìó âûáîð ðåàëèçàöèè íà ñîðåâíîâàíèè
îñòàåòñÿ íà ñîâåñòè ó÷àñòíèêà.

Íàèáîëüøèå îáùèå ïðåôèêñû

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ çàäà÷è 2. Äëÿ ýòîãî êðîìå ñóôôèêñíîãî
ìàññèâà íàì ïîíàäîáèòüñÿ åùå êîå-÷òî.

Ìàññèâîì LCP ñòðîêè S íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
lcp1, lcp2, . . . , lcpn−1 òàêàÿ, ÷òî lcpi ðàâåí äëèíå íàèáîëüøåãî îáùåãî ïðå-
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ôèêñà ñóôôèêñîâ Sai
è Sai+1

. Çäåñü a1, a2, . . . , an � ñóôôèêñíûé ìàññèâ
ñòðîêè S.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàññèâ LCP âìåñòå ñ ñóôôèêñíûì ìàññèâîì ñîäåðæàò
âñþ âàæíóþ èíôîðìàöèþ î âíóòðåííåé ñòðóêòóðå S, çàíèìàÿ âñåãî ëèøü
O(n) ïàìÿòè. Ýòî èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùåå îñíîâíîå
Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñóôôèêñîâ Sai

è Saj
(áåç ïîòåðè

îáùíîñòè i < j) äëèíà èõ íàèáîëüøåãî îáùåãî ïðåôèêñà ðàâíà:

LCP (Sai
, Saj

) = min{lcpi, lcpi+1, . . . , lcpj−1}

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óìååì áûñòðî âû÷èñëÿòü ìàññèâ LCP. Êàê èñ-
ïîëüçîâàòü ýòó èíôîðìàöèþ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 2? Íàéäåì ñóôôèêñíûé
ìàññèâ è ìàññèâ LCP äëÿ ñòðîêè C = S$T , ãäå $ îçíà÷àåò ñïåöèàëüíûé
ñèìâîë-ðàçäåëèòåëü, íå âñòðå÷àþùèéñÿ íè â îäíîé èç ñòðîê. Èç-çà ýòîãî
âñå ñóôôèêñû C ðàñïàäàþòñÿ íà 2 êëàññà: ñóôôèêñû S è ñóôôèêñû T (íå
ñ÷èòàÿ íåèíòåðåñíîãî íàì ñóôôèêñà $T ). Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè ñòðîêà P ÿâëÿåòñÿ ïîäñòðîêîé S, òî ñóùåñòâóþò

òàêîé ñóôôèêñ Si, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåôèêñîì.
Èç ýòîãî ñëåäóåò ñëåäóþùåå ðåøåíèå çàäà÷è 2: ïåðåáðàòü âñå ïàðû ñóô-

ôèêñîâ Si è Tj è äëÿ êàæäîé ïàðû íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé ïðåôèêñ,
èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 4 è èìåþùèåñÿ ìàññèâû äëÿ ñòðîêè C. Íàèáîëü-
øåå èç íàéäåííûõ çíà÷åíèé è áóäåò îòâåòîì çàäà÷è. Îäíàêî, òàêîé ñïîñîá
òðåáóåò Ω(nm) âû÷èñëåíèé ìèíèìóìà â ìàññèâå LCP, ÷òî íå äàåò íèêàêîãî
ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ íàèâíûì ïîäõîäîì.

Íî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî èñêîìûé ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæå-
ñòâå ñîñåäíèõ â ñóôôèêñíîì ìàññèâå C ñóôôèêñîâ Si è Tj, ò.å. ñðåäè ïàð
ñóôôèêñîâ âèäà Cak

, Cak+1
, ãäå (ak ≤ n) ∧ (ak+1 > n + 1) èëè íàîáîðîò

(ak > n+ 1)∧ (ak+1 ≤ n). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî æå óòâåðæäåíèÿ 4. Ïðîñìîò-
ðåòü òàêîå ìíîæåñòâî ìîæíî çà îäèí ëèíåéíûé ïðîõîä ïî ìàññèâó LCP,
òàê ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê åãî íàõîæäåíèþ.

Ïîêàæåì, êàê íàéòè ìàññèâ LCP S çà O(n), èñïîëüçóÿ ñóôôèêñíûé
ìàññèâ S a1, a2, . . . , an. Áóäåì âû÷èñëÿòü lcpi íå â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ i, à
â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ íîìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóôôèêñîâ. Ðàññìîòðèì
ñóôôèêñ S1. Â îáùåì ñëó÷àå îí íå íàèìåíüøèé, òàê ÷òî íàéäåì åãî ïðåä-
øåñòâåííèêà â ñóôôèêñíîì ìàññèâå Sy (ò.å. ∃ i:ai=y, ai+1=1). Íàéäåì lcpi �
íàèáîëüøèé îáùèé ïðåôèêñ S1 è Sy íåïîñðåäñòâåííûì ñðàâíåíèåì ñèìâî-
ëîâ, íà÷èíàÿ ñ 1. Çàòåì ïåðåéäåì ê ñóôôèêñàì S2 è åãî ïðåäøåñòâåííèêó
Sz (∃ i′ : ai′ = z, ai′+1 = 2). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè lcpi > 0, òî äëèíà èõ íàèáîëü-
øåãî îáùåãî ïðåôèêñà ðàâíà ïî êðàéíåé ìåðå lcpi−1. Ïîýòîìó íàéäåì lcp′i
íåïîñðåäñòâåííûì ñðàâíåíèåì íà÷èíàÿ ñ ñèìâîëà lcpi + 1, à íå ñ ñèìâîëà
2. Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ, âû÷èñëèì âñå lcp. Åäèíñòâåííûé îñîáûé ñëó÷àé
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� êîãäà î÷åðåäíîé ñóôôèêñ îêàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì è íå èìååò ïðåäøå-
ñòâåííèêà. Òîãäà íè÷åãî íå äåëàåì, à íà ñëåäóþùåì øàãå íåïîñðåäñòâåííî
ñðàâèâàåì ñèìâîëû, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî.

Îíëàéíîâûé ïîèñê ïîäñòðîê

Íàêîíåö ìû çíàåì äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ýôôåêòèâíî ðåøàòü çà-
äà÷ó 3. Èìåííî îíà ïîñëóæèëà ñòèìóëîì äëÿ ðàçðàáîòêè ñóôôèêñíûõ ìàñ-
ñèâîâ [11].

Åñëè áû ìíîæåñòâî îáðàçöîâ áûëî èçâåñòíî çàðàíåå, âñ¼ áûëî áû
íåñêîëüêî ïðîùå. Çàäà÷à ïîèñêà âõîæäåíèé îáðàçöîâ èç çàäàííîãî ñëîâà-
ðÿ ðåøàåòñÿ àëãîðèòìîì Àõî-Êîðàñèê çà îïòèìàëüíîå âðåìÿ O(n+

∑
mi).

Êàê ïðàâèëî, íà ñîðåâíîâàíèÿõ âñå âõîäíûå äàííûå èçâåñòíû çàðàíåå è
ìîæíî ðåøàòü îôôëàéí-âåðñèþ çàäà÷è. Òðåáîâàíèå îíëàéíîâîñòè êà÷å-
ñòâåííî åå óñëîæíÿåò.

Ïóñòü, êàê âñåãäà, íàì óæå äàí ñóôôèêñíûé ìàññèâ. Âîñïîëüçóåìñÿ
óòâåðæäåíèåì 5 è òåì ôàêòîì, ÷òî ñóôôèêñû óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñ-
òàíèþ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü äâîè÷íûé ïîèñê, ÷òîáû íàéòè ñóôôèêñ
Si =m P èëè óñòàíîâèòü åãî îòñóòñòâèå. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé áóäåò ðàâ-
íî Θ(log n). Åñëè ñðàâíèâàòü ñòðîêè íåïîñðåäñòâåííî, òî â õóäøåì ñëó-
÷àå ýòî çàéìåò ëèíåéíîå îò äëèíû P âðåìÿ. Ïîýòîìó îáùàÿ îöåíêà ðàâ-
íà O(m log n). Òàêîé ìåòîä ìîæåò áûòü êàê ëó÷øå, òàê è õóæå íàèâíîãî
ñî âðåìåíåì ðàáîòû O(n + m) â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó n è
m, íî íà ïðàêòèêå n � m è âûèãðûø çàìåòåí. Áîëåå òîãî, ÷àñòî ñðåä-
íÿÿ âåëè÷èíà íàèáîëüøåãî îáùåãî ïðåôèêñà P è Si íåâåëèêà (íàïðèìåð, â
åñòåñòâåííûõ òåñòàõ), ÷òî òîæå óñêîðÿåò ïîèñê.

Ïîêàæåì, êàê ðåàëèçîâàòü ïîèñê çà O(m + log n). Ðàññìîòðèì ïîäðîá-
íåå êàæäóþ èòåðàöèþ äâîè÷íîãî ïîèñêà. Ïóñòü íà êàêîé-òî èòåðàöèè ìû
ñóçèëè äèàïàçîí ïîèñêà äî ïðîìåæóòêà îò SaL

äî SaR
, è õîòèì ñðàâíèòü

P ñ ñóôôèêñîì SaM
ãäå M = (L + R)/2. Ïóñòü òàêæå l = LCP (SaL

, P ),
r = LCP (SaR

, P ). Ïóñòü áåç ïîòåðè îáùíîñòè r ≤ l. Òîãäà âîçìîæíû 3
ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ LCP (SaL

, SaM
):

1. LCP (SaL
, SaM

) > l. Ýòî çíà÷èò, ÷òî SaM
=l+1 SaL

6=l+1 P , à çíà÷èò P
ìîæåò ëåæàòü òîëüêî â ïðàâîé ïîëîâèíå äèàïàçîíà ïîèñêà. Ïðè ýòîì
âåëè÷èíà l îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

2. LCP (SaL
, SaM

) = l. Â ýòîì ñëó÷àå ìû çíàåì, ÷òî ïåðâûå l ñèìâîëîâ
P è SaM

ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ñèìâîëîâ
l+ 1, l+ 2 è òàê äàëåå, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî âõîæäåíèå P â SaM

èëè
ðàçëè÷èå â ñèìâîëå l+k. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû ñóæàåì äèàïàçîí ïî-
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èñêà äî íóæíîé ïîëîâèíû â çàâèñèìîñòè îò çíàêà íåðàâåíñòâà. Òàêæå
ìû óçíàåì íîâîå çíà÷åíèå l èëè r � îíî ðàâíî l + k − 1.

3. LCP (SaL
, SaM

) < l. Ïîñêîëüêó P =l SaL
è P 6=l SaM

, î÷åâèäíî ÷òî P
ìîæåò ëåæàòü òîëüêî â ëåâîé ïîëîâèíå äèàïàçîíà ïîèñêà. Ïðè ýòîì
íîâîå çíà÷åíèå r ðàâíî LCP (SaL

, SaM
).

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòîò àëãîðèòì. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ l è r ìîæíî íàé-
òè çà O(m) íåïîñðåäñòâåííî. Â îñíîâíîì öèêëå áóäåò âûïîëíåíî íå áîëåå
m óñïåøíûõ ñðàâíåíèé ñèìâîëîâ P ñ ñèìâîëàìè S, ïîñêîëüêó ìû íèêî-
ãäà íå ñðàâíèâàåì îäèí ñèìâîë óñïåøíî äâàæäû. Êðîìå òîãî, êîëè÷åñòâî
íåóñïåøíûõ ñðàâíåíèé íå ïðåâîñõîäèò 1 íà êàæäîé èòåðàöèè. Ïîýòîìó ñóì-
ìàðíîå âðåìÿ ðàáîòû ðàâíî O(m + log n) ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû íàõîäèì
çíà÷åíèÿ LCP (Sai

, Saj
) çà O(1).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü ñïîñîá íàõîæäåíèÿ LCP (Sai
, Saj

) çà O(1). Ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 4, ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìè-
íèìóìà íà îòðåçêå (Range Min Query) â ìàññèâå LCP. Ïîêàæåì ïðîñòîé
àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ ñî âðåìåíåì ïðåäîáðàáîòêè O(n log n).

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . , an. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ:

bki = min
i≤j<i+2k

aj

äëÿ âñåõ i, k : 1 ≤ i < i+2k ≤ n. Âñåãî òàêèõ ïàð çíà÷åíèé áóäåò O(n log n),
è ìû ìîæåì âû÷èñëèòü èõ îäíî çà äðóãèì â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ k çà âðåìÿ
O(n log n) ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì:

bk+1
i = min{ bki , bki+2k }

Òîãäà ëþáîé çàïðîñ íà ìèíèìóì â a ñâîäèòñÿ ê äâóì îáðàùåíèÿì ê òàáëè-
öå bki :

min
l≤i<r

ai = min{ bkl , bkr−2k } ïðè k : 2k ≤ r − l < 2k+1

Íà ñàìîì äåëå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îíëàéíîâîãî ïîèñêà ìîæíî ñóùå-
ñòâåííî ñýêîíîìèòü ïàìÿòü, ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ìèíèìóì íå íà âñåõ
îòðåçêàõ, à òîëüêî íà îòðåçêàõ âèäà [l,m] èëè [m, r] ãäå l, r � ïàðà ãðàíèö
â äâîè÷íîì ïîèñêå. Âñåãî òàêèõ ïàð áóäåò O(n), òàê ÷òî ìû ìîæåì õðàíèòü
èíôîðìàöèþ î ìèíèìóìàõ â O(n) ïàìÿòè. Ïîäðîáíåå ñìîòðè îñíîâîïîëà-
ãàþùóþ ðàáîòó [11].

Çàêëþ÷åíèå

Ñóôôèêñíûå ìàññèâû îáåñïå÷èâàþò îïòèìàëüíûé èëè ñóáîïòèìàëüíûé
ïî âðåìåíè è î÷åíü ýôôåêòèâíûé ïî ïàìÿòè ïîäõîä ê ðåøåíèþ ìíîãèõ
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ñòðîêîâûõ çàäà÷. Èäåéíàÿ ïðîñòîòà è áîëüøàÿ ãèáêîñòü äåëàþò èõ îòëè÷-
íûì âûáîðîì â òåõíè÷åñêîì àðñåíàëå ó÷àñòíèêîâ ñîðåâíîâàíèé ïî ïðî-
ãðàììèðîâàíèþ. Äðóãèìè ìåòîäàìè àíàëîãè÷íîé ìîùíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñóô-
ôèêñíûå äåðåâüÿ [5, 10] è ñóôôèêñíûå àâòîìàòû.

Ìåòîä íåïîñðåäñòâåííîãî ïîñòðîåíèÿ ñóôôèêñíîãî ìàññèâà çà ëèíåéíîå
âðåìÿ îïèñàí â ðàáîòå [12]. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèëîæåíèé ìîæíî íàéòè
â ðàáîòàõ [5, 10].

Çàäà÷è è ðàçáîðû

Çàäà÷à A. Ñíû Àíòîíà

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: a.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: a.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Àíòîí � ìàòåìàòèê, êîòîðîìó ÷àñòî ñíÿòñÿ �ïðîôåññèîíàëüíûå� ñíû.
Ê ñîæàëåíèþ, íàóòðî îí ðåäêî ìîæåò òî÷íî âñïîìíèòü ïðîèñõîäèâøåå. Íå
òàê äàâíî åìó ïðèñíèëàñü ïðåêðàñíàÿ ïåðåñòàíîâêà (a1, a2, ..., an) ìíîæå-
ñòâà {1, ..., n}. Êàêàÿ èìåííî � íåèçâåñòíî, íî Àíòîí ÷åòêî çàïîìíèë âñå
õàðàêòåðíûå ó÷àñòêè åå ãðàôèêà.

Òî÷íåå, îí çàïîìíèë ìíîæåñòâî ñïóñêà ïåðåñòàíîâêè S = {i | ai >
ai+1}, áëàãî îíî áûëî íå î÷åíü áîëüøèì.

Ïîìîãèòå Àíòîíó íàéòè êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûå ìîãëè åìó
ïðèñíèòñÿ, ïî ìîäóëþ 1 000 003.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò äâà öåëûõ ÷èñëà n è k (1 ≤
n ≤ 106, 0 ≤ k ≤ 200, k < n). Ñëåäóþùàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò k ðàçëè÷íûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë si � âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S (1 ≤ si < n).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî � èñêîìîå êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê
ïî ìîäóëþ 1 000 003.
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Ïðèìåð

a.in a.out
3 1
2

2

3 2
1 2

1

Ðàçáîð çàäà÷è A. Ñíû Àíòîíà

Ïåðâûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïðèõîäèò â ãîëîâó � âû-
÷èñëèòü âåëè÷èíû cik, ðàâíûå êîëè÷åñòâó ïåðåñòàíîâîê äëèíû i óäîâëå-
òâîðÿþùèõ (÷àñòè÷íûì) îãðàíè÷åíèÿì íà ñïóñêè S è ïîñëåäíèé ýëåìåíò
êîòîðûõ ðàâåí k. cik ìîæíî âûðàçèòü ðåêóððåíòíî ÷åðåç çíà÷åíèÿ c ñ ìåíü-
øèìè èíäåêñàìè. Ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî
âû÷èñëèòü âñå çíà÷åíèÿ cnk çà âðåìÿ O(n2), ÷òî î÷åâèäíî íå óêëàäûâà-
åòñÿ â îãðàíè÷åíèÿ. È õîòÿ åñòü ñïîñîá óñêîðèòü ýòîò ìåòîä äî O(n log n),
åãî ðåàëèçàöèÿ âñå ðàâíî íå óëîæèòñÿ â îãðàíè÷åíèÿ âðåìåíè.

Ïîäîéäåì ê ïðîáëåìå ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ïóñòü èñêîìàÿ âåëè÷èíà ðàâ-
íà f(S). Îïðåäåëèì g(S) êàê êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê äëèíû n, ìíîæå-
ñòâî ñïóñêà êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â S. Òîãäà ñîãëàñíî ïðèíöèïó âêëþ÷åíèÿ-
èñêëþ÷åíèÿ:

f(S) =
∑
T⊆S

(−1)|S\T |g(T ) (1)

Íåôîðìàëüíî ýòî ìîæíî îáîñíîâàòü òàê. Èç îïðåäåëåíèÿ g(S) ñïðàâåä-
ëèâà ôîðìóëà:

g(S) =
∑
T⊆S

f(T )

Áóäåì ñ÷èòàòü g(S) ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ f(S). Ïðàâäà, g(S) áîëü-
øå f(S), õîòÿ áû ïîòîìó ÷òî â íåé ó÷òåíî êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ñ ìíî-
æåñòâîì ñïóñêà T ⊂ S, |S\T | = 1. Ïîýòîìó îòíèìåì îò g(S) âåëè÷èíó:∑

T ⊆ S
|S\T | = 1

g(T )

Ïîëó÷åííîå ÷èñëî áóäåò áîëåå òî÷íûì ïðèáëèæåíèåì, íî ìåíüøå f(S)
ïîñêîëüêó ìû ëèøíèé ðàç âû÷ëè êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ñ ìíîæåñòâîì
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ñïóñêà T ⊂ S, |S\T | = 2. ×òîáû ïîëó÷èòü ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå, ñíîâà
ïðèáàâëÿåì: ∑

T ⊆ S
|S\T | = 2

g(T )

è òàê äàëåå, ïîêà, íàêîíåö, íå ïîëó÷èì òî÷íóþ ôîðìóëó (1).
×òî íàì ýòî äàåò? Îêàçûâàåòñÿ, ôóíêöèÿ g(S) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ. Ïóñòü

s1 < s2 < ... < sk � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S, òîãäà:

g(S) =
n!

s1!(s2 − s1)! · · · (n− sk)!
(2)

Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêó (a1, a2, ..., an), ÷üå ìíîæå-
ñòâî ñïóñêà ïðèíàäëåæèò S, ñíà÷àëà âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1 <
a2 < ... < as1

(
n
s1

)
ñïîñîáàìè. Çàòåì âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü as1+1 <

as1+2 < ... < as2
(
n−s1
s2−s1

)
ñïîñîáàìè è òàê äàëåå. Â èòîãå ïîëó÷àåì:

g(S) =

(
n

s1

)(
n− s1

s2 − s1

)
· · ·
(
n− sk
n− sk

)
=

n!

s1!(s2 − s1)! · · · (n− sk)!
Íà îñíîâàíèè ôîðìóë (1), (2) ìîæíî ïîëó÷èòü àëãîðèòì ñî âðåìåíåì

ðàáîòû O(2k). Íà ïåðâûõ âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûé àëãîðèòì
õóæå ïîëèíîìèàëüíîãî, íî ýòî íå ñîâñåì òàê.

Ðàñêðîåì (1) äî âèäà:

f(S) = n!
∑

1≤i1<i2<...<ij≤k

(−1)k−j
1

si1!(si2 − si1)! · · · (n− sij)!
(3)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì èíäåêñîâ èç S, çàïè-
ñàííûì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, à n! âûíåñåí çà çíàê ñóììû. Ðàññìîòðèì
ìàòðèöó: 

1
s1!

1
s2!

1
s3!

· · · 1
n!

1 1
(s2−s1)!

1
(s3−s1)! · · ·

1
(n−s1)!

0 1 1
(s3−s2)! · · ·

1
(n−s2)!

... . . . . . . . . . ...
0 · · · 0 1 1

(n−sk)!


Òîãäà ÷ëåíû ñóììû èç ïðàâîé ÷àñòè (3) åñòü â òî÷íîñòè íåíóëåâûå ñëàãà-

åìûå â ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ìàòðèöû. Åñëè ïîëîæèòü äëÿ óäîá-
ñòâà s0 = 0, sk+1 = n, 1/(si − sj)! = 0 ïðè si < sj, òî ìîæíî çàïèñàòü

f(S) = n! det[1/(sj+1 − si)!] (4)
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×èñëî p = 1 000 003 ïðîñòîå, òàê ÷òî âñå ýëåìåíòû Z∗p îáðàòèìû è ìû ìî-
æåò íåïîñðåäñòâåííî íàéòè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû â ôîðìóëå (4) ìåòîäîì
Ãàóññà. Äëÿ òîãî ÷òîáû âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ñîñòàâèëî O(k3), íóæíî
ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèòü âñå îáðàòíûå è âñå ôàêòîðèàëû â Z∗p, ÷òî ìîæ-
íî ñäåëàòü çà âðåìÿ O(p). Îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàâíà O(k3 + p).
Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ n < p.

Çàäà÷à B. Áóêîâåëü

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: b.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: b.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Ó âëàäåëüöåâ îäíîãî ãîðíîëûæíîãî êóðîðòà14 ïðîñíóëàñü ñîâåñòü, è îíè
íàêîíåö-òî ðåøèëè ïðîëîæèòü íåñêîëüêî íîâûõ òðàññ. Äëÿ óäîáñòâà ïîëü-
çîâàíèÿ íèæíèå ñòàíöèè íîâûõ ïîäúåìíèêîâ (è, ñîîòâåòñòâåííî, ñïóñêè
íîâûõ òðàññ) äîëæíû íàõîäèòñÿ íåäàëåêî äðóã îò äðóãà. Êðîìå òîãî, òðàñ-
ñû íå äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ.

Ðåëüåô ìåñòíîñòè çàäàí ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé âûñîò. Êàæäûé ýëå-
ìåíò ìàòðèöû ñîäåðæèò âûñîòó ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòíîé êëåòêè
ìåñòíîñòè. Äâå êëåòêè íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè îíè èìåþò îáùåå ðåá-
ðî. Òðàññîé íàçûâàåòñÿ íåïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñåäíèõ êëåòîê, âû-
ñîòû êîòîðûõ óáûâàþò. Ïî îïðåäåëåíèþ äëèíà òðàññû íà åäèíèöó ìåíüøå
êîëè÷åñòâà êëåòîê â íåé.

Ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì, âñå òðàññû äîëæíû çàêàí÷èâàòñÿ â îäíîé è òîé
æå êëåòêå. Êðîìå òîãî, íèêàêàÿ äðóãàÿ êëåòêà ìåñòíîñòè íå äîëæíà îäíî-
âðåìåííî ïðèíàäëåæàòü íåñêîëüêèì òðàññàì.

Âû÷èñëèòå ìàêñèìàëüíóþ ñóììàðíóþ äëèíó íîâûõ òðàññ, êîòîðûå ìîæ-
íî ïðîëîæèòü ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà n è
m � ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû âûñîò (1 ≤ n,m ≤ 30). Ñëåäóþùèå n ñòðîê
ñîäåðæàò ïîm öåëûõ ÷èñåë hij êàæäàÿ � âûñîòû ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòîê
ìåñòíîñòè (0 ≤ hij ≤ 2061).

14Óñëîâèå çàäà÷è ïðèñíèëîñü àâòîðó âìåñòå ñ íàçâàíèåì. Âñå ñîâïàäåíèÿ ñëó÷àéíû.
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Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî � ìàêñèìàëüíóþ ñóììàðíóþ äëèíó
òðàññ, êîòîðûå ìîæíî ïðîëîæèòü ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì.

Ïðèìåð

b.in b.out
6 5
9 9 9 9 9
7 6 5 7 8
9 3 4 6 9
9 2 4 5 9
9 3 9 9 9
9 5 9 9 9

16

3 3
5 5 5
5 5 5
5 5 5

0

Ðàçáîð çàäà÷è B. Áóêîâåëü

Òðåáîâàíèå �íåïåðåñåêàåìîñòè� òðàññ íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî çàäà÷à ñâÿ-
çàíà ñ ïîòîêàìè â ñåòÿõ. Äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèå ìàêñèìàëüíîñòè ñóì-
ìàðíîé äëèíû ïîäñêàçûâàåò íàì, ÷òî çàäà÷ó íàäî ñâîäèòü ê çàäà÷àì î
âçâåøåííîì ïîòîêå.

Äëÿ íà÷àëà íàó÷èìñÿ ðåøàòü çàäà÷ó â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàñïîëîæåíèå
îáùåé íèæíåé òî÷êè òðàññ ôèêñèðîâàííî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êëåòîê
ìåñòíîñòè {vi}. Ïóñòü îáùàÿ íèæíÿÿ òî÷êà âñåõ òðàññ íàõîäèòñÿ â êëåò-
êå vs.

Ïîñòðîèì âçâåøåííóþ ñåòü ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {vini } ∪ {vouti }∪
∪{t}. Çäåñü êàæäîé êëåòêå ìåñòíîñòè vi ñîîòâåòñòâóþò 2 âåðøèíû vini è
vouti , ïëþñ âûäåëåíà âåðøèíà t. Âñå ðåáðà â íàøåé ñåòè áóäóò èìåòü ïðî-
ïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü 1, íî ðàçëè÷íóþ ñòîèìîñòü. Äëÿ íà÷àëà, ïðîâåäåì
ðåáðà ñòîèìîñòüþ −1 îò êàæäîé âåðøèíû vini ê ñîîòâåòñòâóþùåé vouti . Äëÿ
êàæäîé ïàðû ñîñåäíèõ êëåòîê (u, v) : hu < hv ïðîâåäåì ðåáðî îò uout ê vin

ñòîèìîñòüþ 0. Íàêîíåö, ïðîâåäåì ðåáðà ñòîèìîñòüþ 0 îò âñåõ vouti (i 6= s)
ê t.
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäîé äîïóñòèìîé êîíôèãóðàöèè òðàññ ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîòîê èç âåðøèíû s = vouts â t è íàîáîðîò, êàæäîìó ïîòîêó ñî-
îòâåòñòâóåò äîïóñòèìàÿ êîíôèãóðàöèÿ òðàññ. Ïðè ýòîì ñóììàðíàÿ äëèíà
òðàññû ðàâíà ñòîèìîñòè ïîòîêà, âçÿòîìó ñî çíàêîì ìèíóñ. Íåòðóäíî ñîîá-
ðàçèòü, ÷òî äëÿ ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîé äëèíû âåëè÷èíà ïîòîêà äîëæíà
áûòü ìàêñèìàëüíîé, ïîòîìó ÷òî ëþáîé äîïîëíÿþùèé ïóòü èç s â t èìååò
îòðèöàòåëüíóþ ñòîèìîñòü. Ïîýòîìó àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî
ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè ðåøàåò íàøó ÷àñòíóþ çàäà÷ó. ×òîáû ðå-
øèòü îáùóþ çàäà÷ó, äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü ðàñïîëîæåíèå íèæíåé òî÷êè vs.
Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ñîñòàâèò O(nm ·T (n,m)), ãäå T (n,m) � âðåìÿ ïîèñêà
ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â îïèñàííîé ñåòè.

Ïðîñòîé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòî-
èìîñòè ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì óâåëè÷åíèè ïîòîêà âäîëü ñàìîãî äåøå-
âîãî äîïîëíÿþùåãî s − t ïóòè â îñòàòî÷íîé ñåòè [7]. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿòü êàêîé-òî èç àëãîðèòìîâ ïîèñêà êðàò÷àéøåãî
s− t ïóòè â ãðàôå, äîïóñêàþùåì ðåáðà îòðèöàòåëüíîãî âåñà, íàïðèìåð, àë-
ãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà. Åãî ñëîæíîñòü ðàâíà O(|V ||E|), ÷òî äëÿ íàøåé
ñåòè ïðåâðàùàåòñÿ â O((nm)2). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîòîê
îãðàíè÷åí êîíñòàíòîé 4 � ñòåïåíüþ âåðøèíû s, òàê ÷òî T (n,m) òîæå ðàâ-
íî O((nm)2). Ñîáðàâ âñå âìåñòå, ïîëó÷èì îáùåå âðåìÿ ðàáîòû O((nm)3).
Òàêîå ðåøåíèå çàäà÷è íå ïðîéäåò ïî âðåìåíè ïðè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà n è m.

Ïîïðîáóåì ãäå-òî ñýêîíîìèòü. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêèå óòâåð-
æäåíèÿ:

Óòâåðæäåíèå 1. Ðàññìîòðèì âçâåøåííûé ãðàô G = (V,w) ñ ôóíêöèåé
âåñà w : V × V → R, âûäåëåíííóþ âåðøèíó s ∈ V è ôóíêöèþ ϕ : V → R.
Îïðåäåëèì íà òîì æå ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàô Gϕ = (V,wϕ) ñ ôóíêöèåé
âåñà wϕ(u, v) = w(u, v) + ϕ(u)− ϕ(v) ∀ u, v ∈ V . Òîãäà äåðåâî êðàò÷àéøèõ
ïóòåé èç s â Gϕ áóäåò òàêæå äåðåâîì êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç s â G.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè â ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè ïîëîæèòü ϕ(v) ðàâíîé
êðàò÷àéøåìó ðàññòîÿíèþ îò s äî v â G, òî âñå âåñà ðåáåð â Gϕ áóäóò
íåîòðèöàòåëüíû: wϕ(u, v) ≥ 0 ∀ u, v ∈ V .

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü ãðàô G = (V,w) ïîðîæäåí íåêîòîðîé âçâåøåííîé
îñòàòî÷íîé s − t ñåòüþ N , à ϕ(v) ðàâíî êðàò÷àéøåìó ðàññòîÿíèþ îò s äî
v â G. Îáîçíà÷èì Ñ îñòàòî÷íóþ ñåòü, ïîëó÷åííóþ èç N ïóòåì óâåëè÷åíèÿ
ïîòîêà âäîëü ñàìîãî äåøåâîãî äîïîëíÿþùåãî s− t ïóòè. Åé ñîîòâåòñòâóåò
âçâåøåííûé ãðàô G̃ = (V, w̃). Òîãäà ïî-ïðåæíåìó ñïðàâåäëèâî w̃ϕ(u, v) ≥
0 ∀ u, v ∈ V .

Âûøåñêàçàííîå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó íàõîæäåíèÿ ìàêñè-
ìàëüíîãî ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì âñå êðàò÷àé-
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øèå ïóòè èç s â ãðàôå G, îïðåäåëèâ òàêèì îáðàçîì ϕ(v). Çàòåì áóäåì
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿòü àëãîðèòì Äåéêñòðû äëÿ ïîèñêà âñåõ êðàò÷àé-
øèõ ïóòåé èç s â ãðàôå Gϕ, ïðîòàëêèâàòü ïîòîê âäîëü êðàò÷àéøåãî ïóòè
è îáíîâëÿòü ϕ(v).

Â îáùåì ñëó÷àå íàõîæäåíèå âñåõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé â íà÷àëüíîì ãðà-
ôå G òðåáóåò âðåìåíè O(|V ||E|), ÷òî íå äàåò âûèãðûøà â íàøåì ÷àñò-
íîì ñëó÷àå: O(|V ||E| + 4|E| log |V |) = O(|V ||E|) = O((nm)2). Îäíàêî
ãðàô G àöèêëè÷åñêèé è ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âñå êðàò÷àéøèå ïóòè èç
s ñ ïîìîùüþ òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè çà O(E). Ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå
O(|E|+4|E| log |V |) = O(nm log nm) äëÿ T (n,m) è îáùåìó âðåìåíè ðàáîòû
O((nm)2 log nm).

Çàäà÷à C. Õèòðûé íèì

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: c.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: c.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Äâîå ÷ëåíîâ æþðè Çèìíåé øêîëû ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ ëþáÿò èãðàòü
äðóã ñ äðóãîì â ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè èãðû íèì. Îäíàêî, ïîñëå ëåê-
öèè äâóõäíåâíîé äàâíîñòè, èãðà ñòàëà íåèíòåðåñíîé � îáà íàó÷èëèñü ñ
ëåãêîñòüþ îïðåäåëÿòü âûèãðûøíîñòü ïîçèöèè è îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ.
Ïîýòîìó äëÿ ïîääåðæàíèÿ èíòåðåñà, îíè ðåøèëè ñûãðàòü â ïîääàâêè.

Âåðñèÿ íèìà, â êîòîðóþ îíè èãðàëè â ïîñëåäíèé ðàç, èìåëà ñëåäóþùèå
ïðàâèëà. Íà ñòîëå ëåæàò íåñêîëüêî êó÷åê êàìíåé. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåò-
ñÿ ëèáî âçÿòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî êàìíåé èç ëþáîé êó÷êè, ëèáî ðàçäåëèòü
ëþáóþ êó÷êó íà äâå íåïóñòûõ. Ñîãëàñíî îáû÷íûì ïðàâèëàì èãðîê, êîòî-
ðûé íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, ïðîèãðûâàåò. Íî â ïîääàâêàõ ïðîèãðûâàåò òîò,
ïîñëå ÷üåãî õîäà îñòàíåòñÿ ïóñòîé ñòîë.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n (n ≤
10) � êîëè÷åñòâî êó÷åê. Âòîðàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ai � ðàçìåðû êó÷åê (ai ≤ 50 000).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå ñëîâî �First� (áåç êàâû÷åê), åñëè ïåðâûé èãðîê ìîæåò îáåñïå-
÷èòü ñåáå ïîáåäó â îïèñàííîé èãðå â ïîääàâêè ïðè îïòèìàëüíîé èãðå îáîèõ.
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Èíà÷å âûâåäèòå �Second�.

Ïðèìåð

c.in c.out
1
1

Second

1
5

First

2
2 2

Second

Ðàçáîð çàäà÷è C. Õèòðûé íèì

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èãðà â ïîääàâêè íå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïðîñòûì îáðà-
çîì â ñóììó èãð, åå àíàëèç íå íàìíîãî ñëîæíåå èãðû ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì.

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ÷èñëà Øïðàãà-Ãðàíäè G äëÿ âñåõ ïîçèöèé èãðû ïî
îáû÷íûì ïðàâèëàì, ñîñòîÿùèì èç îäíîé êó÷êè.
Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ âñåõ n ∈ N:

G({n}) =


n− 1, åñëè n (mod 4) ≡ 0

n, åñëè n (mod 4) ≡ 1 èëè 2

n+ 1, åñëè n (mod 4) ≡ 2

Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 1 òðèâèàëüíà. Ïóñòü 6
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ i < n, ïðîâåðèì åãî äëÿ n. Âî-ïåðâûõ,
èç òàêîé êó÷êè ìîæíî ïîëó÷èòü êó÷êó ëþáîãî ìåíüøåãî ðàçìåðà óäàëå-
íèåì êàìíåé, ò.å. ïîçèöèþ ñ ÷èñëîì Øïðàãà-Ãðàíäè P({i}) ∀ß < n. Âî-
âòîðûõ, íåïîñðåäñòâåííûì ïåðåáîðîì ñëó÷àåâ ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàç-
äåëåíèå êó÷êè íà äâå íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîçèöèþ ñ ÷èñëîì Øïðàãà-
Ãðàíäè îòëè÷íûì îò P({i}) (∀ i < n), êðîìå ñëó÷àÿ n = 4k + 3: òîãäà
P({1, n − 1}) = P({1}) ⊕ P({n − 1}) = 1 ⊕ (4k + 2) = 4k + 3 = n. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ n = 4k + 3 P({n}) = n+ 1. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàçäåëåíèå
êó÷êè íà äâå íå äàåò íè÷åãî íîâîãî â òåðìèíàõ ÷èñåë P . �

Òåïåðü íåòðóäíî ïðîàíàëèçèðîâàòü èãðó â ïîääàâêè.
Óòâåðæäåíèå 7. Ïîçèöèÿ P = {a1, a2, ..., ak} ïðîèãðûøíàÿ (äëÿ ïåð-

âîãî èãðîêà) ïðè èãðå â ïîääàâêè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

G(a1)⊕ G(a2)⊕ · · · ⊕ G(ak) = 0, (5)

êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà âñå ai ðàâíû 1. Òîãäà ïîçèöèÿ ïðîèãðûøíàÿ ò.ò.ò.ê.
G(a1)⊕ G(a2)⊕ · · · ⊕ G(ak) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì îïèñàííîå ìíîæåñòâî ïîçèöèé áóêâîé P .
Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî âñå ïîçèöèè èç P ïðîèãðûøíûå, à âñå èç P �
âûèãðûøíûå. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç ïîçèöèé èç P íåò õîäîâ â äðóãèå
ïîçèöèè èç P (ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷èñåë Øïðàãà-Ãðàíäè G).

Ïîêàæåì, ÷òî èç ëþáîé ïîçèöèè èç P ñóùåñòâóåò õîä â P . Äëÿ ýòî-
ãî ïðèìåíèì ñòðàòåãèþ, àíàëîãè÷íóþ ñòðàòåãèè äëÿ îáû÷íîé èãðû: áóäåì
õîäèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íîâîé ïîçèöèè áûëà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
(5). Íî åñëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü ìíîæåñòâî êó÷åê èç 1 êàìíÿ, òî ìû
âñåãäà ìîæåì ñêîððåêòèðîâàòü õîä, ÷òîáû âûïîëíèòü âòîðóþ ÷àñòü óòâåð-
æäåíèÿ. Ñêàæåì, åñëè âûáðàííûì õîäîì ìû îñòàâëÿåì 1 êàìåíü â êó÷êå,
òî âìåñòî ýòîãî çàáåðåì âñþ êó÷êó; åñëè ìû çàáèðàåì âñþ êó÷êó, òî âìå-
ñòî ýòîãî ìîæåì îñòàâèòü â íåé 1 êàìåíü; åñëè ìû äåëèì êó÷êó íà 2 ïî 1
êàìíþ, òî âìåñòî ýòîãî ìû ìîæåì îñòàâèòü 1 êàìåíü. �

Çàäà÷à D. Ýïèäåìèÿ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: d.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: d.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäíåãî èññëåäîâàíèÿ ìèêðîáèîëîã Âàñÿ îáíàðóæèë
íåñêîëüêî íîâûõ øòàììîâ ïàòîãåííûõ áàêòåðèé. Îêàçàëîñü, ÷òî ðàçíûå
áàêòåðèè êîíêóðèðóþò ìåæäó ñîáîé â ïèòàòåëüíîé ñðåäå, òàê ÷òî áîëåå
ñèëüíûå óãíåòàþò áîëåå ñëàáûõ. Äëÿ óäîáñòâà Âàñÿ ïðîíóìåðîâàë ðàçëè÷-
íûå øòàììû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òî øòàìì ñ áîëüøèì íîìåðîì
ñèëüíåå âñåõ øòàììîâ ñ ìåíüøèì íîìåðîì.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïèòàòåëüíàÿ ñðåäà äâóìåðíà è ðàçáèòà êâàäðàòíîé
ñåòêîé íà îäèíàêîâûå êëåòêè. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðåìÿ äèñ-
êðåòíî. Òîãäà äèíàìèêà ðàñïîñòðàíåíèÿ áàêòåðèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì ïðàâèëîì. Íåêîòîðàÿ êëåòêà â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò çàñåëåíà ñà-
ìûì ñèëüíûì èç øòàììîâ, êîòîðûå íàõîäèëèñü â ìîìåíò âðåìåíè t − 1 â
îäíîé èç 5 êëåòîê: òåêóùåé èëè òàêîé, êîòîðàÿ èìååò ñ íåé îáùåå ðåáðî
(ò.å. íàõîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâåðõó, ñíèçó, ñïðàâà èëè ñëåâà). Åñëè æå
âñå ýòè 5 êëåòîê íå áûëè çàñåëåííû â ìîìåíò t − 1, òî òåêóùàÿ êëåòêà
îñòàíåòñÿ íåçàñåëåííîé è â ìîìåíò t.

Âàñå íåîáõîäèìî ïðîâåñòè íàáëþäåíèå äèíàìèêè ðàñïîñòðàíåíèÿ áàê-
òåðèé. Äëÿ ýòîãî â ìîìåíò âðåìåíè 0 îí îäíîâðåìåííî çàñåëèë íåñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ øòàììîâ â ðàçíûõ ìåñòàõ ïèòàòåëüíîé ñðåäû. Ê ñîæàëåíèþ,
ïîñëå ýòîãî â ëàáîðàòîðèè îòêëþ÷èëè ýëåêòðè÷åñòâî è ýêñïåðèìåíò íå ñî-
ñòîÿëñÿ.
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Ïîìîãèòå Âàñå ñôàáðèêîâàòü ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà n, m è
q � ðàçìåðû ïèòàòåëüíîé ñðåäû è êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé (n,m ≤ 300, q ≤
3 · 105).

Ñëåäóþùèå n ñòðîê ñîäåðæàò ïî m öåëûõ ÷èñåë aij � ñîäåðæèìîå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êëåòîê â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (0 ≤ aij ≤ 109). Çíà÷å-
íèå 0 îçíà÷àåò íåçàñåëåííóþ êëåòêó, ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî � íîìåð øòàì-
ìà.

Ñëåäóþùèå q ñòðîê ñîäåðæàò ïî òðè öåëûõ ÷èñëà ri, ci, ti êàæäàÿ �
êîîðäèíàòû (ñòðîêà, ñòîëáåö) è âðåìÿ i-ãî íàáëþäåíèÿ (1 ≤ ri ≤ n, 1 ≤
ci ≤ m, 0 ≤ ti ≤ 109).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ âûâåäèòå â îòäåëüíîé
ñòðîêå ñîäåðæèìîå çàäàííîé êëåòêè â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Âûâåäèòå
0, åñëè êëåòêà íå çàñåëåííà, èíà÷å � íîìåð øòàììà.

Ïðèìåð

d.in d.out
6 5 6
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 2 0
1 1 0
5 2 0
4 4 1
5 4 2
1 1 4
1 1 5

0
2
3
3
1
3
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Ðàçáîð çàäà÷è D. Ýïèäåìèÿ

Ïî àíàëîãèè ñ ýâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî êëå-
òîê Sr(i, j) = {(i′, j′) ∈ Z2 : |i−i′|+|j−j′| ≤ r} êðóãîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì
â (i, j).

Ïðîäëèì ïèòàòåëüíóþ ñðåäó äî áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè, ñ÷èòàÿ ïðî-
ñòðàíñòâî çà ãðàíèöåé íåçàñåëåííûì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå Óòâåðæäåíèå 1. Ñîäåðæèìîå êëåòêè (i, j) â ìîìåíò
âðåìåíè t ≥ 0 ðàâíî:

atij = max
(k,m)∈St(i,j)

a0
km

def
= M(i, j, t).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê áûñòðîìó âû÷èñëåíèþM(i, j, t). Ïîêà-
æåì, êàê âûïîëíèòü ïðåäîáðàáîòêó çà âðåìÿ O(nm log nm), ÷òîáû ïîòîì
îòâå÷àòü íà òàêèå çàïðîñû çà O(1). Èäåÿ íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò òîé, êî-
òîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü â ñòðóêòóðå äàííûõ RMQ â ëåêöèè.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 2 ≤ 2k ≤ t < 2k+1, òî

St(i, j) =S2k(i+ 2k − t, j) ∪ S2k(i− 2k + t, j)∪
S2k(i, j + 2k − t) ∪ S2k(i, j − 2k + t)

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò:

M(i, j, t) = max{M(i+ 2k − t, j, 2k),M(i− 2k + t, j, 2k),

M(i, j + 2k − t, 2k),M(i, j − 2k + t, 2k)}.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ M(i, j, 2k) äëÿ âñåõ èíòåðåñ-
íûõ òðîåê i, j, k. Âñåãî òàêèõ òðîåê áóäåò O(nm log nm). Êàæäîå çíà-
÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ çà O(1), òàê ÷òî îáùåå âðåìÿ ïðåäîáðàáîòêè ðàâíî
O(nm log nm). Çàïðîñû ñ t = 0 è t = 1 îáðàáàòûâàþòñÿ îòäåëüíî, ñ t ≥ 2
� ïî îáùåé ñõåìå çà O(1).

Çàäà÷à E. Ðàçâëå÷åíèå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: e.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: e.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Îäèí èíñòðóêòîð ðåøèë ðàçâëå÷ü ó÷àñòíèêîâ ñâîåé ãðóïïû, ìèðíî ñè-
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äÿùèõ âå÷åðîì ó êîñòðà. Äëÿ ýòîãî îí áðîñèë â îãîíü ïëàñòèêîâóþ áóòûëêó
ñ îñòàòêàìè áåíçèíà.

Ó÷àñòíèêè çíàþò, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ áóòûëêà âçîðâåòñÿ è âû-
ëåòèò èç êîñòðà ïî ïðÿìîé òðàåêòîðèè â ñëó÷àéíîì íàïðàâëåíèè, ïîêà íå
âîòêíåòñÿ â êîãî-òî èëè íå óëåòèò î÷åíü äàëåêî. Êàæäîãî èç íèõ èíòåðå-
ñóåò îäèí âîïðîñ: ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ áóòûëêà ïîïàäåò â íåãî, åñëè âñå
îñòàíóòñÿ ñèäåòü íà ñâîèõ ìåñòàõ?

Êîñòåð íàõîäèòñÿ â öåíòðå êîîðäèíàò (0, 0). Ó÷àñòíèêè äëÿ ïðîñòîòû
ïðåäñòàâëåíû êðóãàìè ðàäèóñà 1. Óãîë âûëåòà áóòûëêè ðàñïðåäåëåí ðàâ-
íîìåðíî íà [0, 2π).

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n � êîëè-
÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ (n ≤ 5 · 104). Ñëåäóþùèå n ñòðîê ñîäåðæàò ïàðû öåëûõ
÷èñåë xi, yi � êîîðäèíàòû öåíòðà êðóãà, ïðåäñòàâëÿþùåãî i−ãî ó÷àñòíè-
êà (|xi|, |yi| ≤ 104). Íèêàêèå äâà êðóãà íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê.
Íèêàêîé êðóã íå ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå n ñòðîê. Â i−é ñòðîêå âûâåäèòå âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ áó-
òûëêîé i−ãî ó÷àñòíèêà ñ àáñîëþòíîé èëè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ äî
10−6.

Ïðèìåð

e.in e.out
5
0 2
0 4
-1 -10
0 -15
-4 1

0.1666666666666667
0.0
0.03172551743055352
0.010618204803539803
0.07797913037736935

Ðàçáîð çàäà÷è E. Ðàçâëå÷åíèå

Äëÿ íà÷àëà ðåøèì çàäà÷ó äëÿ åäèíñòâåííîãî êðóãà. Ïîíÿòíî, ÷òî âå-
ðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà óãëó, ïîä êîòîðûì êðóã âèäåí èç
íà÷àëà êîîðäèíàò.

240 Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.



Äåíü Äìèòðèÿ Êîðäóáàíà

Êàê âû÷èñëèòü ýòîò óãîë? Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäè-
íàò âîêðóã (0, 0) óãîë îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ïîâåðíåì ñèñòåìó òàê, ÷òîáû
êîîðäèíàòû öåíòðà êðóãà P ðàâíÿëèñü (r, 0). Òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé
öåíòðîì êîîðäèíàò O, öåíòðîì êðóãà P è òî÷êîé êàñàíèÿ K1 áóäåò ïðÿìî-
óãîëüíûì. |OP | = r, |PK1| = 1, îòêóäà sin θ = 1/r. Óãëîâîé ðàçìåð êðóãà
ðàâåí 2θ.

×òî äåëàòü, êîãäà êðóãîâ ìíîãî è îíè ìîãóò çàñëîíÿòü äðóã äðóãà? Èñ-
ïîëüçóåì ïðèåì, íàçûâàåìûé çàìåòàíèåì. Ïðåäñòàâèì ñåáå áåñêîíå÷íûé
ëó÷ ñ íà÷àëîì â O, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîâïàäàþùèé ñ îñüþ
àáñöèññ è âðàùàþùèéñÿ ñ åäèíè÷íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âîêðóã íà÷àëà
êîîðäèíàò. Âû÷èñëèì ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà ëó÷ êîñíåòñÿ êàêîãî-òî èç
êðóãîâ, è ìîìåíòû êîãäà îí îòîðâåòñÿ îò êàêîãî-òî èç êðóãîâ. ßñíî, ÷òî íà
êàæäîì ïðîìåæóòêå ìåæäó äâóìÿ òàêèìè ñîáûòèÿìè ëó÷ ïåðåñåêàåò ïî-
ñòîÿííîå ìíîæåñòâî êðóãîâ. Ýòî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Âû÷èñëèì ìîìåíòû ñîáûòèé è îòñîðòèðóåì èõ ïî íåâîçðàñòàíèþ. Â ñëó-
÷àå ðàâåíñòâà óãëîâ ñîáûòèÿ îòðûâà ðàñïîëîæèì äî ñîáûòèé êàñàíèÿ. Ìî-
æåò ñëó÷èòñÿ, ÷òî êàêîé-òî êðóã ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ � òîãäà åãî ìîæíî
óñëîâíî ðàçðåçàòü íà 2 êóñî÷êà, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîðîæäàåò 2 ñîáûòèÿ.

Òåïåðü ïðîéäåìñÿ ïî ñîáûòèÿì â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè (èëè óã-
ëà, ÷òî òî æå ñàìîå). Âî âðåìÿ ïðîõîäà áóäåì õðàíèòü â ïðèîðèòåòíîé
î÷åðåäè ìíîæåñòâî êðóãîâ, êîòîðûå ïåðåñåêàåò â äàííûé ìîìåíò íàø âî-
îáðàæàåìûé ëó÷. Ýòà ñòðóêòóðà äàííûõ äîëæíà õðàíèòü êðóãè â ïîðÿäêå
óâåëè÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò íèõ äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà íà êàæäîì ïðî-
ìåæóòêå ìåæäó ñîáûòèÿìè ìû ñìîæåì óçíàòü íîìåð ó÷àñòíèêà, ïîäâåðãà-
þùåãîñÿ ðèñêó áûòü ïîðàæåííûì áóòûëêîé â ñîîòâåòñòâóþùåì äèàïàçîíå
óãëîâ âûëåòà, ñäåëàâ îäèí çàïðîñ íà ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â ñòðóêòóðå.
Ïðîýìóëèðîâàâ îáîðîò ëó÷à íà 2π, ìû âû÷èñëèì óãëîâîé ðàçìåð êàæäîãî
èç êðóãîâ ñ ó÷åòîì çàñëîíåíèé. Îáðàáîòêà ñàìèõ ñîáûòèé òðèâèàëüíà è
ñîñòîèò â äîáàâëåíèè èëè óäàëåíèè êðóãîâ â ïðèîðèòåòíóþ î÷åðåäü.

Åñëè ðåàëèçîâàòü ïðèîðèòåòíóþ î÷åðåäü íà îñíîâå äâîè÷íîé êó÷è, êàæ-
äàÿ èç îïåðàöèé ïîòðåáóåò O(log n) âðåìåíè. Ïîñêîëüêó îáùåå ÷èñëî ñîáû-
òèé ëèíåéíî, à ñîðòèðîâêó ìîæíî ðåàëèçîâàòü çà O(n log n), îáùàÿ ñëîæ-
íîñòü àëãîðèòìà òîæå íå ïðåâçîéäåò O(n log n).

Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.

241



Äåíü Äìèòðèÿ Êîðäóáàíà

Çàäà÷à F. Ôåå÷êà

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: f.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: f.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Îäíà ôåå÷êà ëþáèëà ñêëàäûâàòü ÷èñëà. Ïîýòîìó êîãäà Ïåòÿ íàïèñàë
íà äîñêå n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, ..., an ïî êðóãó è âûøåë çà ìåëîì,
îíà çàìåíèëà êàæäîå ÷èñëî íà åãî ñóììó ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè (âñå
çíà÷åíèÿ áûëè âçÿòû äî ìîìåíòà èçìåíåíèé íà äîñêå). Ïåòÿ âåðíóëñÿ è
î÷åíü ðàññòðîèëñÿ èç-çà òîãî, ÷òî èñõîäíûå ÷èñëà óòðà÷åíû. Ïîìîãèòå åìó
íàéòè õîòÿ áû îäíó èç âîçìîæíûõ èñõîäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (áëàãî,
ôåå÷êà ñêëàäûâàåò áåç îøèáîê).

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò ÷èñëî n � êîëè÷åñòâî ÷èñåë
íà äîñêå (3 ≤ n ≤ 105). Ñëåäóþùèå n ñòðîê ñîäåðæàò ïî îäíîìó íàòóðàëü-
íîìó ÷èñëó bi êàæäàÿ (bi ≤ 109) � ýòî ÷èñëà, îêàçàâøèåñÿ íà äîñêå ïîñëå
äåéñòâèé ôåå÷êè. Íà ìåñòå ÷èñëà a1 îêàçàëîñü b1, a2 áûëî çàìåíåíî íà b2
è òàê äàëåå.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå n ñòðîê, ñîäåðæàùèõ èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ñòðî-
êå i âûâåäèòå ÷èñëî ai. Åñëè âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåñêîëüêî,
âûâåäèòå ëþáóþ.

Ïðèìåð

f.in f.out
3
10
10
10

3
6
1

5
11
6
10
16
14

1
2
3
5
8
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Ðàçáîð çàäà÷è F. Ôåå÷êà

Çàäà÷à âçÿòà èç ìàòåðèàëîâ õîðâàòñêèõ øêîëüíûõ îëèìïèàä ïî èíôîð-
ìàòèêå [9].

Ôðàçà â óñëîâèè î òîì ÷òî �ôåå÷êà ñêëàäûâàåò áåç îøèáîê� îçíà÷àåò,
÷òî õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.

Çàìåòèì, ÷òî

S =
n∑
i=1

ai =
1

3

n∑
i=1

bi (6)

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî

bi+2 − bi+1 = ai+3 − ai

òàê ÷òî
ai+3 = ai + bi+2 − bi+1 (7)

Çäåñü è äàëåå ìû îòîæäåñòâëÿåì èíäåêñû 0 è n, 1 è n + 1 è ò.ä. äëÿ
óäîáñòâà çàïèñè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà n (mod 3) 6≡ 0. Òîãäà ðåøåíèå íàõîäèòñÿ îä-
íîçíà÷íî. Ïîëîæèì a′1 = 0 è âû÷èñëèì îñòàëüíûå a′4, a

′
7, . . . , a

′
n−2 ïî ôîðìó-

ëå (7). ßñíî, ÷òî ðàâåíñòâî (6) íå áóäåò âûïîëíÿòñÿ äëÿ a′i. Íî èç òàêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ëåãêî ñäåëàòü äîïóñòèìóþ, ïîëîæèâ a1 = (S−

∑n
i=1 a

′
i)/n

è âû÷èñëèâ îñòàëüíûå ai òåì æå ñïîñîáîì.
Åñëè æå n (mod 3) ≡ 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a4, . . . , an−2, a2, a5, . . . , an−1 è a3, a6, . . . , an. Ïîëî-
æèì a′1 = 0, a′2 = 0 è âû÷èñëèì âñå a′i ñ íîìåðàìè, íå êðàòíûìè 3 ïî
ôîðìóëå (7). Ãëÿäÿ íà íèõ, ìû ìîæåì íàéòè ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ a1 è
a2, ïðè êîòîðûõ âñå ai ñ íîìåðàìè, íå êðàòíûìè 3 áóäóò íàòóðàëüíûìè
(èçìåíÿÿ ïåðâûé ÷ëåí ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû ôàêòè÷åñêè ïðèáàâëÿ-
åì êîíñòàíòó êî âñåì ÷ëåíàì). Ïîñëå ÷åãî îñòàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ
a3, a6, . . . , an � òðåáóåìóþ ñóììó ýòèõ ýëåìåíòîâ ìîæíî âû÷èñëèòü, îòíÿâ
îò S ñóììó ýëåìåíòîâ ñ íîìåðàìè, íå êðàòíûìè 3.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè âî âòîðîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå,
òî ñóùåñòâóåò è ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíûìè a1 è a2, êîòîðîå è áóäåò íàéäåíî
òàêèì àëãîðèòìîì. Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàâíà O(n).
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Çàäà÷à G. Äæåíòåëüìåí óäà÷è

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: g.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: g.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 4 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Îõîòíèê çà ñîêðîâèùàìè äðåâíèõ öàðåé ïðîáðàëñÿ â ìåñòî çàõîðîíåíèÿ
óïîìÿíóòûõ ñîêðîâèù. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øèðîêèé âîäîåì ïðÿìî-
óãîëüíîé ôîðìû. Âíóòðè âîäîåìà íàñûïàíû íåáîëüøèå îñòðîâêè, íà êî-
òîðûõ è ñïðÿòàíû áåñöåííûå çîëîòûå àðòåôàêòû. Â âîäå êîãäà-òî êèøåëè
ñòàè çëîáíûõ êðîêîäèëîâ, íî, â ñâÿçè ñ ãëîáàëüíûì ïîõîëîäàíèåì15, îíè
âïàëè â ñïÿ÷êó, à ñàì âîäîåì äàæå ïîêðûëñÿ êîðî÷êîé ëüäà. Ýòèì îáñòî-
ÿòåëüñòâîì è õî÷åò âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàñõèòèòåëü ãðîáíèö è ïðî÷èõ äîñòî-
ïðèìå÷àòåëüíîñòåé.

Ïîñëåäîâàòåëü Èíäèàíû Äæîíñà çà ãîäû ñêèòàíèé ðàçâèë ñïîñîáíîñòü
ïåðåíîñèòü íà ñåáå ãðóç ëþáîãî âåñà. Îïàñíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì,
÷òî ëåä ìîæåò ïðîëîìèòüñÿ ïîä ñóììàðíûì âåñîì åãî òåëà è ãðóçà.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò 3 íàòóðàëüíûõ ÷èñëà n, m è
w0 � ðàçìåðû âîäîåìà è ìàññà òåëà îõîòíèêà çà ñîêðîâèùàìè â êèëîãðàì-
ìàõ (n ≤ 300,m ≤ 300, w0 ≤ 100). Ñëåäóþùèå n ñòðîê ñîäåðæàò îïèñà-
íèå âîäîåìà. Êàæäàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò m íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èëè áîëüøèõ
ëàòèíñêèõ áóêâ, ðàçäåëåííûõ ïðîáåëàìè. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî x â ñòðîêå
ðàâíî ìàêñèìàëüíîé íàãðóçêå â êèëîãðàììàõ, êîòîðóþ âûäåðæèâàåò ñîîò-
âåòñòâóþùèé ó÷àñòîê ëüäà (x ≤ 1 000). Áîëüøàÿ ëàòèíñêàÿ áóêâà îçíà÷àåò,
÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåì ó÷àñòêå âîäîåìà íàõîäèòñÿ îñòðîâîê ñ çîëîòûì àð-
òåôàêòîì. Áóêâà A îçíà÷àåò àðòåôàêò ìàññîé 1 êã, B � 2 êã, ..., Z � 26
êã. Îñòðîâîê âûäåðæèâàåò ëþáóþ ìàññó. Êîëè÷åñòâî îñòðîâêîâ íå ïðåâû-
øàåò 8.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî � ìàêñèìàëüíûé ñóììàðíûé âåñ àð-
òåôàêòîâ, êîòîðûé ìîæåò âûíåñòè îõîòíèê çà ñîêðîâèùàìè çà îäíó õîäêó
íå ïðîâàëèâøèñü ïîä ëåä. Èñêîìûé ìàðøðóò äîëæåí íà÷èíàòüñÿ è çàêàí-
÷èâàòüñÿ íà áåðåãó. Ìàðøðóò ìîæåò ïðîõîäèòü ïî áåðåãó íåñêîëüêî ðàç.
Êîãäà îõîòíèê íàõîäèòñÿ íà áåðåãó, îí ìîæåò ïåðåéòè â ëþáîé èç ó÷àñòêîâ

15Íà äâîðå XXII âåê.
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íà ãðàíèöå âîäîåìà. Íàõîäÿñü âíóòðè âîäîåìà îí ìîæåò ïåðåéòè â ëþáîé
èç 4 ñîñåäíèõ ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè ó÷àñòêîâ. Àíàëîãè÷íî, îí ìî-
æåò âûéòè íà áåðåã èç ëþáîãî ó÷àñòêà íà ãðàíèöå âîäîåìà.

Îõîòíèê íå ìîæåò îñòàâëÿòü ÷àñòü ãðóçà íà áåðåãó, îñòðîâêàõ èëè íà
ëüäó � áîèòñÿ, ÷òî óêðàäóò. Òàê æå îí íå ìîæåò âçÿòü ñ ñîáîé ÷àñòü àðòå-
ôàêòà.

Ïðèìåð

g.in g.out
4 4 80
100 100 100 100
100 J J J
100 100 100 100
100 100 100 100

30

4 4 100
100 100 100 100
100 J 100 J
100 100 100 100
100 J 100 100

20

3 7 80
100 100 100 100 100 100
100
100 G 100 G 100
H 100
100 100 100 100 100 100
100

15

Ðàçáîð çàäà÷è G. Äæåíòåëüìåí óäà÷è

Íåñìîòðÿ íà áîëüøèå ðàçìåðû âîäî¼ìà, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è âàæåí ëèøü ôàêò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ ïóòè ìåæäó äâóìÿ îñòðîâ-
êàìè èëè ìåæäó îñòðîâêîì è áåðåãîì ïðè îïðåäåëåííîé íàãðóçêå.

Ïåðåáåðåì âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íàãðóçêè w îò w0 äî w0 + 26k è äëÿ
êàæäîãî èç íèõ ïîñòðîèì ãðàô Gw èç k + 1 âåðøèí, ñîäåðæàùèé èíôîð-
ìàöèþ î ñâÿçíîñòè ìåæäó íàçâàííûìè êëþ÷åâûìè òî÷êàìè. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ñåðèè ïîèñêîâ â øèðèíó èëè â ãëóáèíó. Ïîñëå ÷åãî
ïåðåáåðåì k! ñïîñîáîâ îáõîäà îñòðîâêîâ è âûáåðåì òîò, êîòîðûé ïðèíîñèò
íàèáîëüøóþ ïðèáûëü. Íóæíî ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü çàâåðøåíèÿ îáõîäà
ïîñëå ïîñåùåíèÿ ÷àñòè îñòðîâêîâ.
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Ñëîæíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà ôîðìàëüíî ðàâíà O(n ·m · k + k!), ãäå â
êîíñòàíòå ñêðûò ìàêñèìàëüíûé âåñ îäíîãî àðòåôàêòà. Íî ïðè çàäàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ ðåøåíèå ïðîõîäèò.

Çàäà÷à H. Ãóñàðñêàÿ ðóëåòêà

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: h.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: h.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Äâîå ãóñàð íå ïîäåëèëè äàìó ñåðäöà. Ïîñêîëüêó äàìà � äèñêðåòíûé
îáúåêò, îíè ðåøèëè åå ðàçûãðàòü.

Èãðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Èìååòñÿ n-çàðÿäíûé ðåâîëüâåð, çàðÿæåííûé
îäíèì áîåâûì ïàòðîíîì. Âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ïàòðîíà ðàñïðåäåëåíà
ðàâíîìåðíî ïî âñåìó áàðàáàíó. Ãóñàðû õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò ïåð-
âûé. Íà êàæäîì øàãå èãðîê âûáèðàåò, îòïðàâèòüñÿ ëè åìó â êàáàê (òîãäà
îí ïîëó÷èò ïîëåçíîñòü 0, à äàìà äîñòàíåòñÿ äðóãîìó) èëè ïðèñòàâèòü ðå-
âîëüâåð ê âèñêó è íàæàòü íà êóðîê. Ñìåðòü îçíà÷àåò ïîëåçíîñòü ðàâíóþ
−1 (ïðè ýòîì äàìà, åñòåñòâåííî, äîñòàåòñÿ äðóãîìó). Åñëè ãóñàð îñòàåòñÿ
æèâ, òî ïðàâî è îáÿçàííîñòü âûáîðà êàáàê/ñòðåëÿòüñÿ ïåðåõîäèò ê äðó-
ãîìó. Áàðàáàí ðåâîëüâåðà ïðè ýòîì íå ïåðåêðó÷èâàåòñÿ, ò.å. âåðîÿòíîñòü
ñìåðòè óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà êòî-òî íå
ñïàñóåò èëè íå óìðåò. Öåííîñòü16 äàìû äëÿ ïåðâîãî ãóñàðà ðàâíà a, äëÿ
âòîðîãî � b.

Ãóñàðû èãðàþò îïòèìàëüíî, ò.å. êàæäûì õîäîì ìàêñèìèçèðóþò ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîëåçíîñòè äëÿ ñåáÿ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò òðè ÷èñëà n, a è b � åìêîñòü
áàðàáàíà ðåâîëüâåðà (1 ≤ n ≤ 100) è öåííîñòü äàìû äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî
èãðîêîâ (0 < a, b ≤ 10, ÷èñëà âåùåñòâåííûå). Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî ó îáîèõ
èãðîêîâ îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ åäèíñòâåííà.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Íàïå÷àòàéòå â ïåðîé ñòðîêå äâà ÷èñëà: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé
ãóñàð óìðåò, è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äàìà äîñòàíåòñÿ ïåðâîìó. Âî âòîðîé

16Â äàííîì êîíòåêñòå öåííîñòü � ñèíîíèì ïîëåçíîñòè
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ñòðîêå íàïå÷àòàéòå àíàëîãè÷íûå âåðîÿòíîñòè äëÿ âòîðîãî èãðîêà. Àáñî-
ëþòíàÿ èëè îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ÷èñåë â îòâåòå íå äîëæíà ïðåâû-
øàòü 10−6.

Ïðèìåð

h.in h.out
1 3.14 2.71 0.0 0.0

0.0 1.0

6 3.14 2.71 0.5000000000000002
0.5000000000000001
0.3333333333333335 0.5

Ðàçáîð çàäà÷è H. Ãóñàðñêàÿ ðóëåòêà

ßñíî, ÷òî õîëîñòîé âûñòðåë èç n−çàðÿäíîãî ðåâîëüâåðà ïðåâðàùàåò åãî
â âèðòóàëüíûé (n− 1)-çàðÿäíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ èãðîêîâ.

Ïðîàíàëèçèðóåì èãðó ñ êîíöà. Äëÿ âñåõ i îò 1 äî n âû÷èñëèì âåëè÷èíû
pki è E

k
i � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äàìó ïîëó÷èò k-é èãðîê è ìàòîæèäàíèå

ïîëåçíîñòè k-ãî èãðîêà ïðè óñëîâèè, ÷òî åìêîñòü ðåâîëüâåðà ðàâíà i, à
ïðàâî ñòðåëüáû ïåðåøëî ê èãðîêó ñ íîìåðîì x = 1 + (n− i) (mod 2).

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ïîëåçíîñòü äàìû äëÿ ïåðâîãî èãðîêà a1, à äëÿ
âòîðîãî � a2. Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò ïðàâî ñòðåëüáû ïåðåøëî ê èãðîêó x,
òî íîìåð äðóãîãî èãðîêà áóäåò ðàâåí 3− x.

Åñëè i = 1, òî ñòðåëÿòüñÿ ñàìîóáèéñòâåííî. Ïîýòîìó èëè

p1
1 = 1, E1

1 = a1, p2
1 = 0, E2

1 = 0,

èëè æå
p1

1 = 0, E1
1 = 0, p2

1 = 1, E2
1 = a2

â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n.
Èíà÷å ó àêòèâíîãî èãðîêà x åñòü äâà âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ. Èëè ïîéòè

â êàáàê (òîãäà ïîëåçíîñòü ðàâíà 0), èëè ñòðåëÿòüñÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1/i èãðîê ïîãèáàåò è ñ âåðîÿòíîñòüþ (1− 1/i) ïåðåäàåò õîä,
óìåíüøàÿ ýôôåêòèâíóþ åìêîñòü ðåâîëüâåðà äî i− 1. Ìàòîæèäàíèå ïîëåç-
íîñòè ïðè ýòîì ðàâíî −1/i+ (1− 1/i)Ex

i−1.
Èãðîê x âûáèðàåò âàðèàíò ñ áîëüøèì ìàòîæèäàíèåì ïîëåçíîñòè (ñî-

ãëàñíî óñëîâèþ, òàêîé âàðèàíò åäèíñòâåííûé). Òàê ÷òî åñëè

−1

i
+ (1− 1

i
)Ex

i−1 < 0,
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òî

Ex
i = 0

pxi = 0

E3−x
i = a3−x

p3−x
i = 1

Èíà÷å

−1

i
+ (1− 1

i
)Ex

i−1 > 0,

îòêóäà ñëåäóåò

Ex
i =
−1

i
+ (1− 1

i
)Ex

i−1

pxi = (1− 1

i
)pxi−1

E3−x
i =

a3−x

i
+ (1− 1

i
)E3−x

i−1

p3−x
i =

1

i
+ (1− 1

i
)p3−x
i−1

Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ëåãêî ïîñòðîèòü àëãî-
ðèòì ñî âðåìåíåì ðàáîòû O(n), êîòîðûé âû÷èñëÿåò pkn è E

k
n.

Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü äàìó pkn, âåðîÿòíîñòü ïî-
ãèáíóòü dkn è ìàòîæèäàíèå ïîëåçíîñòè E

k
n ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Ek
n = −dkn + akpkn,

îòêóäà ëåãêî âûðàçèòü dkn.

Çàäà÷à I. Èíòåðåñíûå ñòðîêè

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: i.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: i.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 2.5 ñåêóíäû
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Íàçîâåì ñòðîêó P k−èíòåðåñíîé ïîäñòðîêîé ñòðîêè S, åñëè P âõîäèò â
S ïî êðàéíåé ìåðå â k ïîçèöèÿõ (âõîæäåíèÿ ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ). Íàïðè-
ìåð, ñòðîêà �aba� ÿâëÿåòñÿ 4-èíòåðåñíîé ïîäñòðîêîé ñòðîêè �ababababa�,
ïîòîìó ÷òî âõîäèò â íå¼ íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèé 1, 3, 5, 7; îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ
1, 2, 3 - èíòåðåñíîé.
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Ïî äàííîé ñòðîêå S è ÷èñëó k íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ äëèíó
k−èíòåðåñíîé ïîäñòðîêè S. Òàê, â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ìàêñèìàëüíîé 3-
èíòåðåñíîé ïîäñòðîêîé áóäåò �ababa�.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà n è k
(n ≤ 105, k ≤ n). Âòîðàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò S, ñîñòîÿùóþ èç n ñèìâîëîâ �
ìàëåíüêèõ è áîëüøèõ ëàòèíñêèõ áóêâ, öèôð.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå ÷èñëî � ìàêñèìàëüíóþ äëèíó k−èíòåðåñíîé
ïîäñòðîêè S.

Ïðèìåð

i.in i.out
9 3
ababababa

5

11 2
abracadabra

4

11 5
abracadabra

1

11 6
abracadabra

0

Ðàçáîð çàäà÷è I. Èíòåðåñíûå ñòðîêè

Îäèí èç äåòåðìèíèðîâàííûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîñòîÿë â
èñïîëüçîâàíèè ñóôôèêñíîãî ìàññèâà ñòðîêè S. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñëå-
äóþùåå. Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ñòðîêà S èìååò k−èíòåðåñíóþ ïîäñòðîêó
äëèíû m, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè LCP ñîñåäíèõ ïî ïîðÿäêó ñóôôèêñîâ
S íàéäåòñÿ ïîäîòðåçîê äëèíû k − 1, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî áîëüøå èëè
ðàâíû m.

Äëÿ ðåàëèçàöèè áûëî äîñòàòî÷íî íàéòè ñóôôèêñíûé ìàññèâ è ìàññèâ
LCP çà âðåìÿ O(n log n), ïîñëå ÷åãî ðàññìîòðåòü âñå ÷èñëà

ai = min{lcpi, lcpi+1, . . . , lcpk−2}

è âûáðàòü ñðåäè íèõ íàèáîëüøåå. Ýòî äîñòàòî÷íî ñäåëàòü çà âðåìÿ
O(n log n), íàïðèìåð èñïîëüçîâàâ ïðèîðèòåòíóþ î÷åðåäü ñî ñëîæíîñòüþ
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îïåðàöèé O(log n). Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ñî âðåìåíåì ðàáîòû O(n) îïè-
ñàí â [8]. Òîãäà îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà òîæå ñîñòàâèò O(n log n).

Îäíàêî, ýòà çàäà÷à èìååò äîâîëüíî ïðîñòîå âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå â
äóõå àëãîðèòìà Ðàáèíà-Êàðïà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ ïîäñòðîêà
k−èíòåðåñíàÿ, òî è âñå å¼ ïîäñòðîêè ìåíüøåãî ðàçìåðà òîæå k-èíòåðåñíûå.
Ïîýòîìó ìîæíî äåëàòü äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó.

Ïóñòü m = (l + r)/2 � äîãàäêà íà î÷åðåäíîì øàãå äâîè÷íîãî ïîèñêà.
Òîãäà íàì íàäî óìåòü äîñòàòî÷íî áûñòðî îòâå÷àòü íà âîïðîñ �ñóùåñòâóåò
ëè õîòÿ áû k ðàçëè÷íûõ ïîäñòðîê S äëèíû m?� Äëÿ ýòîãî ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü õåø-ôóíêöèè âèäà sir

m−1 + si+1r
m−2 + · · ·+ si+m−2r+ si+m−1 (mod p)

îò âñåõ ïîäñòðîê S äëèíû m çà îáùåå ëèíåéíîå âðåìÿ, à çàòåì ñ ïîìî-
ùüþ õåø-òàáëèöû íàéòè êîëè÷åñòâî ïîâòîðåíèé êàæäîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè
âåðîÿòíîñòü êîëëèçèé ìàëåíüêàÿ, ìû ïîëó÷èì îòâåò ñ âûñîêîé âåðîÿòíî-
ñòüþ. Ñóììàðíîå âðåìÿ îäíîé èòåðàöèè äâîè÷íîãî ïîèñêà ðàâíî O(n), à
ñëîæíîñòü âñåãî àëãîðèòìà áóäåò ðàâíà O(n log n).

Çàäà÷à J. Èãðà

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: j.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: j.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Äâîå èãðàþò â òàêóþ èãðó. Åñòü êðóãëûé ñòîë ðàäèóñà R è áåñêîíå÷íûé
çàïàñ êðóãëûõ ìîíåò ðàäèóñà r. Èãðîêè ïî î÷åðåäè âûêëàäûâàþò ïî îäíîé
ìîíåòå íà ñòîë òàê, ÷òî îíà íå âûõîäèò çà ãðàíèöû ñòîëà è íå ïåðåñåêàåò íè
îäíó èç óæå íàõîäÿùèõñÿ íà ñòîëå ìîíåò. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò
ñäåëàòü õîä.

Ïî çàäàííûì ïàðàìåòðàì îïðåäåëèòå, êòî ïîáåäèò ïðè îïòèìàëüíîé èã-
ðå: ïåðâûé èëè âòîðîé?

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà R è r
(R ≤ 100, r ≤ 100) � ðàäèóñû ñòîëà è ìîíåò.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå ñëîâî �First� (áåç êàâû÷åê), åñëè ïåðâûé èãðîê ìîæåò îáåñïå-
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÷èòü ñåáå ïîáåäó. Èíà÷å âûâåäèòå ñëîâî �Second�.

Ïðèìåð

j.in j.out
6 5 First

Ðàçáîð çàäà÷è J. Èãðà

Ñóòü ýòîé øóòî÷íîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó ïåðâîãî èãðîêà ïî-
÷òè âñåãäà åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ. Îíà ïðîñòà: ïåðâûì õîäîì êëàñòü
ìîíåòó â öåíòð äîñêè, à çàòåì õîäèòü öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íî õîäàì ïðî-
òèâíèêà. Òàêîé îòâåò âñåãäà âîçìîæåí, à îáùåå êîëè÷åñòíî õîäîâ êîíå÷íî
èç-çà îãðàíè÷åííîñòè äîñêè. Ïîýòîìó ðàíî èëè ïîçäíî âòîðîé íå ñìîæåò
ñäåëàòü õîä.

Åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà ýòî íå ñðàáàòûâàåò � êîãäà ðàäèóñ ìîíåòû
áîëüøå ðàäèóñà ñòîëà. Òîãäà ïåðâûé èãðîê íå ìîæåò ïîõîäèòü è ñðàçó
ïðîèãðûâàåò.

Çàäà÷à K. Àíàãðàììû

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: k.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: k.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Àíàãðàììàìè íàçûâàþòñÿ ïàðû ñëîâ, ñîñòàâëåííûå èç îäíèõ è òåõ æå
áóêâ. Áîëåå ôîðìàëüíî, ó àíàãðàìì ñîâïàäàþò ìóëüòèìíîæåñòâà áóêâ. Íà-
ïðèìåð, �if� è ���, �orchestra� è �carthorse� � àíàãðàììû, à �hello� è �world�,
�if� è �iff� � íåò. Ëþáîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ àíàãðàììîé ñàìîìó ñåáå.

Çàäàí ñëîâàðü (ìíîæåñòâî ñëîâ). Íàéäèòå ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà, âñå ñëîâà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äðóã äðóãó àíàãðàììàìè.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n � êî-
ëè÷åñòâî ñëîâ â ñëîâàðå (n ≤ 104). Ñëåäóþùèå n ñòðîê ñîäåðæàò ñëîâà
èç ñëîâàðÿ, ñîñòîÿùèå èç ìàëåíüêèõ ëàòèíñêèõ áóêâ. Âñå ñëîâà ðàçëè÷íû,
äëèíà êàæäîãî íå ïðåâîñõîäèò 100 ñèìâîëîâ.
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Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûâåäèòå åäèíñòâåííîå ÷èñëî � èñêîìûé ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà àíàãðàìì.

Ïðèìåð

k.in k.out
2
hello
world

1

5
kolun
uklon
kloun
kulak
kulon

4

Ðàçáîð çàäà÷è K. Àíàãðàììû

Îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé áûëî òàêèì. Ñíà÷àëà îòñîðòèðóåì ìóëü-
òèìíîæåñòâà áóêâ êàæäîãî ñëîâà â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå. Òîãäà àíàãðàì-
ìû ïðåâðàòÿòñÿ â îäèíàêîâûå ñòðîêè, à íå àíàãðàììû � â ðàçíûå. Çàòåì
íàì íàäî ïîäñ÷èòàòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îäèíàêîâûõ ñòðîê ñðåäè
ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ åùå îäíîé ñîð-
òèðîâêè è îäíîãî ïðîõîäà ïî óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îáùåå
âðåìÿ ðàáîòû ñîñòàâëÿåò O(nl(log n+log l)) ïðè èñïîëüçîâàíèè àñèìïòîòè-
÷åñêè îïòèìàëüíîé ñîðòèðîâêè (íàïðèìåð ñëèÿíèåì, áûñòðîé, ñîðòèðîâêè
êó÷åé).

Çàäà÷à L. Ïîëèíîìû

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: l.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: l.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 64 Ìá

Ìàëåíüêèé Ïåòÿ ëþáèò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ â óìå. Êàê òîëü-
êî îí âèäèò ïîëèíîì âòîðîãî ïîðÿäêà P (x) = ax2 + bx + c, îí òóò æå âû-
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÷èñëÿåò è çàïèñûâàåò åãî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ P (1), P (2), ..., P (k), .... Ýòîò
ïðîöåññ ìîã áû ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî, íî ê ñ÷àñòüþ Ïåòÿ åùå íå óìååò
çàïèñûâàòü ïðîèçâîëüíî áîëüøèå ÷èñëà. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå îí
ìîæåò çàïèñàòü, ðàâíî D.

Ïåòÿ âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ïîëèíîìà çà 1 ñåêóíäó, à çàïèñûâàåò åãî ìî-
ìåíòàëüíî (åñëè ìîæåò). Ñêîëüêî âðåìåíè ïîòðàòèò Ïåòÿ íà îäèí ïîëèíîì?

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà n è D
(n ≤ 5 · 104, D ≤ 1012). Ñëåäóþùèå n ñòðîê ñîäåðæàò ïî òðè öåëûõ ÷èñëà
ai, bi, ci � êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà Pi(x) (1 ≤ a ≤ 10,−10 ≤ b, c ≤ 10).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Äëÿ êàæäîãî èç ïîëèíîìîâ Pi(x) âûâåäèòå â îòäåëüíîé ñòðîêå âðåìÿ â
ñåêóíäàõ, êîòîðîå ïîòðàòèò íà íåãî Ïåòÿ.

Ïðèìåð

l.in l.out
3 10
1 1 1
1 -10 -10
10 10 10

3
12
1

Ðàçáîð çàäà÷è L. Ïîëèíîìû

Ñóòü ýòîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ áîëüøåãî êîðíÿ êâàäðàòíî-
ãî óðàâíåíèÿ. Ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïîäîéäåò ëþáîé ðàçóìíûé ìå-
òîä � íà÷èíàÿ îò òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ êîðíåé çà O(1) ñ ïîñëåäóþùèì
îêðóãëåíèåì è çàêàí÷èâàÿ äâîè÷íûì ïîèñêîì ïî îòâåòó çà âðåìÿ O(logD).
Ïîëíûé ïåðåáîð çà Ω(

√
D) â õóäøåì ñëó÷àå íå ïðîéäåò ïî âðåìåíè.
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Äåíü ñåäüìîé(25.02.2010ã). Êîíòåñò Òåîäîðà Çàðêóà

Îá àâòîðå...

Òåîäîð ßñîíîâè÷ Çàðêóà, ðîäèëñÿ
â 1951 ãîäó â Òáèëèñè. Çàêîí÷èë ìåõ-
ìàò Òáèëèññêîãî ÃÓ. Ñëóæèë îôèöåðîì-
äâóõãîäè÷íèêîì íà Äàëüíåì Âîñòîêå. Ïðå-
ïîäàåò â ÂÓÇàõ ñ 1975 ãîäà. Èìååò îïûò
ïðåïîäàâàíèÿ èíôîðìàòèêè â ñðåäíèõ øêî-
ëàõ. Òðåíèðóåò êîìàíäû ïðîãðàììèñòîâ
Òáèëèññêîãî ÃÓ ñ 1999 ãîäà, à êîìàíäû
Ãðóçèíñêîãî óíèâåðñèòåòà èì.Ñâÿòîãî Àí-
äðåÿ Ïåðâîçâàííîãî Ïàòðèàðøåñòâà Ãðó-
çèè ñ 2009 ãîäà (ïðàêòè÷åñêè ñ ìîìåíòà îò-
êðûòèÿ ýòîãî ÂÓÇà). Êîìàíäû, ðóêîâîäè-
ìûå Òåîäîðîì Çàðêóà, ñèñòåìàòè÷åñêè çà-
íèìàþò âûñøèå ìåñòà â ìàñøòàáàõ Ãðóçèè
è Þæíîãî Êàâêàçà, óñïåøíî ó÷àñòâóþò â
Îòêðûòîì Êóáêå èì. Ïàíêðàòüåâà, íåîäíî-
êðàòíî çàíèìàëè ïðèçîâûå ìåñòà íà ìåæ-
äóíàðîäíûõ îëèìïèàäàõ èì. Âåêóà, Ïîòòîñèíà, Ãëóøêîâà è Ëåáåäåâà, ñòà-
íîâèëèñü ïðèçåðàìè Îòêðûòûõ Âñåóêðàèíñêèõ îëèìïèàä, Îêòðûòûõ ÷åì-
ïèîíàòîâ Ìîñêâû, à â 2008 ãîäó êîìàíäà Òáèëèññêîãî ÃÓ çàíÿëà ïåðâîå
ìåñòî íà Îòêðûòîé Âñåóêðàèíñêîé îëèìïèàäå. Â íîÿáðå 2008 ãîäà êîìàí-
äà ÒáÃÓ â ñîñòàâå Íèêîëîç Äæèìøåëåèøâèëè, Ýëüäàð Áîãäàíîâ, Ãåîðãèé
Ëåêâåèøâèëè, òðåíåð Òåîäîð Çàðêóà, âïåðâûå ñðåäè êîìàíä Þæíîãî Êàâ-
êàçà çàâîåâàëà ïðàâî ó÷àñòâîâàòü â ôèíàëå ÷åìïèîíàòà Ìèðà ïî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèþ ñðåäè ÂÓÇîâ. Â ôèíàëå, êîòîðûé ñîñòîÿëñÿ â àïðåëå 2009 ãîäà
â Ñòîêãîëüìå ýòà êîìàíäà çàíÿëà 11-å ìåñòî è çàâîåâàëà áðîíçîâûå ìåäàëè.

Îñíîâíûå äîñòèæåíèÿ:

� â 1980,1981 ãîäàõ ó÷àñòâîâàë â ðàáîòàõ ïî àäàïòàöèè îïåðàöèîííîé
ñèñòåìû ÄÈÑÏÀÊ íà ìíîãîïðîöåññîðíûé âû÷èñëèòåëüíûé êîìïëåêñ
�Ýëüáðóñ�, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü â ÍÈÈ Òî÷íîé Ìåõàíèêè è Âû÷èñ-
ëèòåëüíîé Òåõíèêè èì.Ëåáåäåâà ÀÍ ÑÑÑÐ;

�� íåñêîëüêî ëåò áûë ðóêîâîäèòåëåì äåïàðòàìåíòà èíôîðìàöèîííûõ òåõ-
íîëîãèé îäíîãî èç êðóïíåéøèõ êîììåð÷åñêèõ áàíêîâ Ãðóçèè - �Áàíêà
Ãðóçèè�;
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� ÿâëÿåòñÿ Äèðåêòîðîì ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäû ïî ïðîãðàììèðîâà-
íèþ íà Êóáîê Âåêóà, Îòêðûòîãî ÷åìïèîíàòà Þæíîãî Êàâêàçà, à òàê-
æå ïîëóôèíàëà ÷åìïèîíàòà Ìèðà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ ñðåäè ÂÓÇîâ
äëÿ Þæíîêàâêàçñêîãî ïîäðåãèîíà;

� ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîðîì Îòêðûòîãî Êóáêà èì. Ïàíêðàòüåâà ïî Ãðó-
çèè;

� îñíîâàòåëü è Ïðåçèäåíò Àññîöèàöèè Ïîääåðæêè Ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(Ãðóçèÿ);

� èìååò 19 íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèõ ïóáëèêàöèé, ñðåäè íèõ îäèí ó÷åáíèê
ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ;

� ñ 2009 ãîäà � ïðîôåññîð Ãðóçèíñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ñâÿòîãî Àí-
äðåÿ Ïåðâîçâàííîãî Ïàòðèàðøåñòâà Ãðóçèè.

Èìååò ñðåäíåå ìóçûêàëüíîå îáðàçîâàíèå, à òàêæå ñïîðòèâíûå ðàçðÿäû
ïî ãàíäáîëó, ôóòáîëó è øàõìàòàì. Æåíàò, òðîå äåòåé.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Î ïîçèöèîííûõ ñèñòåìàõ
ñ÷èñëåíèÿ

Êàê èçâåñòíî, ïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ îòòàëêèâàþòñÿ îò èäåè
îïðåäåëÿòü âåëè÷èíó ÷èñëà ïîñðåäñòâîì íåêîòîðûõ ñèìâîëîâ, íàçûâàåìûõ
öèôðàìè, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò çàïèñü ÷èñëà è âíîñÿò ëåïòó â çíà÷åíèå ýòî-
ãî ÷èñëà â ñîîòâåòñòâèè íå òîëüêî ñî ñâîèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, íî è â
çàâèñèìîñòè îò ïîçèöèè, çàíèìàåìîé ýòîé öèôðîé, â çàïèñè ÷èñëà.

Íà ñàìîì äåëå, ëþáàÿ ñèñòåìà çàïèñè ÷èñåë ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâèëîì, ïðèìåíèìûì ê ëþáîìó ÷èñëó è ïîçâîëÿþùèì óâåëè÷èâàòü åãî
íà 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ÷èñëî íà 1 áîëüøåå ëþáî-
ãî çàäàííîãî, ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü è ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå
çàäàííîå íà 2, çàòåì è íà 3 è ò.ä. Ò.å. ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå ïîëíîñòüþ âëàäååì îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ. Íî ðàç ìû âëàäååì îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ, òî ìû âëàäååì è îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ � âåäü óìíîæåíèå ýòî
ñóòü êðàòíîå ñëîæåíèå. Êðîìå òîãî, âëàäåÿ ñëîæåíèåì, ìû íåìåäëåííî
îâëàäåâàåì è âû÷èòàíèåì, êàê îïåðàöèåé, îáðàòíîé ñëîæåíèþ. Äëÿ ýòî-
ãî äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü x − y, êàê ÷èñëî, êîòîðîå ïðè óâåëè÷åíèè íà y
äàåò x:

(x− y) + y = x
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Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, âëàäåÿ óìíîæåíèåì, ìû ìîìåíòàëüíî îâëàäå-
âàåì âîçâåäåíèåì â öåëóþ ñòåïåíü (êðàòíîå óìíîæåíèå), à òàêæå äåëåíè-
åì (îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ óìíîæåíèþ). . . Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ óìåíèþ
îïðåäåëÿòü ÷èñëî, íåïîñðåäñòâåííî ïðåâîñõîäÿùåå çàäàííîå, ìû ñðàçó æå
ïîêðûâàåì âåñü àññîðòèìåíò àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé íàä öåëûìè ÷èñëà-
ìè è âñòàåì ëèöîì ê ëèöó ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî öåëûõ,
òàê êàê îáíàðóæèâàåì, ÷òî ðåçóëüòàò äåëåíèÿ íå âñåãäà óäàåòñÿ íàéòè ñðå-
äè öåëûõ. . .

Ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë, íà÷èíàÿ ÷èñëîì 0. Äëÿ ïðîñòîòû, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòîò ïðîöåññ
â ïðèâû÷íîé äëÿ íàñ äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå.

9999 999
8888 888
7777 777
... ...
2222 222
1111 111

. . . 0000 000

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî
âåðòèêàëüíûõ ñòîëáèêîâ, ñîñòàâëåííûõ äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè, êàê èçîá-
ðàæåíî âûøå. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî çàïèñü ÷èñëà äàåò êîìáèíàöèÿ
àêòóàëüíûõ öèôð ñòîëáèêîâ, à àêòóàëüíûìè áóäåì ñ÷èòàòü öèôðû, ðàñïî-
ëîæåííûå â ñàìîì íèæíåì ðÿäó. Òàê íàçûâàåìûå âåäóùèå íóëè, êàê ïðà-
âèëî, íå çàïèñûâàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñòàðòîâàÿ ïîçèöèÿ, èçîáðàæåííàÿ
âûøå äàåò ÷èñëî �0�.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîñëåäóþùåå ÷èñëî, íåîáõîäèìî ñäåëàòü õîä
âïåðåä (âíèç) íà ñàìîì ïðàâîì ñòîëáèêå. Ïðè ýòîì âñå öèôðû, êðîìå àê-
òóàëüíîé, ñäâèãàþòñÿ íà 1 ïîçèöèþ âíèç (ò.å. ïðèáëèæàþòñÿ ê àêòóàëüíîé
ïîçèöèè), à öèôðà, áûâøàÿ àêòóàëüíîé äî ýòîãî õîäà, îêàçûâàåòñÿ íà ñà-
ìîì âåðõó ñòîëáèêà (ò.å. â ïîçèöèè, íàèáîëåå óäàëåííîé îò àêòóàëüíîé).

Âñå îñòàëüíûå ñòîëáèêè íå ìåíÿþò ñâîèõ çíà÷åíèé è â èòîãå ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ êàðòèíó:

9999 990
8888 889
7777 778
... ...
2222 223
1111 112

. . . 0000 001
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ÷èñëî �1�. Àíàëîãè÷íî ïîñëå ñëåäóþùåãî õî-
äà ïîëó÷àåì �2�, çàòåì �3� è ò.ä., ïîêà â àêòóàëüíóþ ïîçèöèþ íå âåðíåòñÿ
ñíîâà �0�. Â ýòîò ìîìåíò ïîëíîñòüþ ïîâòîðèòñÿ ñòàðòîâàÿ ïîçèöèÿ, êîòî-
ðàÿ ñîîòâåòñòâîâàëà ÷èñëó �0� è íàñòóïàåò î÷åðåäü äåëàòü 1 õîä âòîðîìó
ñòîëáèêó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òàêóþ êàðòèíó:

9999 909
8888 898
7777 787
... ...
2222 232
1111 121

. . . 0000 010

Ýòà êàðòèíà ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó �10�. Òàê è äîëæíî áûòü. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïîñëå �9� èäåò �10�. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ÷åðåç 9 õîäîâ ïîëó÷èì:

9999 908
8888 897
7777 786
... ...
2222 231
1111 120

. . . 0000 019

È ïîñëå ñëåäóþùåãî õîäà êðàéíåãî ïðàâîãî ñòîëáöà âíîâü íàñòóïàåò
íåîáõîäèìîñòü ñäåëàòü õîä âòîðîìó ñïðàâà ñòîëáöó, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåì:

9999 919
8888 808
7777 797
... ...
2222 242
1111 131

. . . 0000 020

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, â êàêîé-òî ìîìåíò ïîëó÷èì:

9999 988
8888 877
7777 766
... ...
2222 211
1111 100

. . . 0000 099
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Çäåñü ñëåäóþùèé õîä ïðàâîãî ñòîëáèêà âíîâü âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü
ñäåëàòü õîä ñëåäóþùåìó ñòîëáèêó, íî íà ýòîò ðàç îí, â ñâîþ î÷åðåäü, äåëàåò
íåîáõîäèìûì ñäåëàòü õîä ñëåäóþùåìó ñòîëáèêó, è ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
êàðòèíó:

9999 899
8888 788
7777 677
... ...
2222 322
1111 211

. . . 0000 100

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó �100�.
Èç âûøåèçëîæåííîãî ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî, íå èìåÿ îãðàíè÷åíèé

îòíîñèòåëüíî êîëè÷åñòâà ñòîëáöîâ (êîòîðûå ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè áóäóò
�ïðèñòðàèâàòüñÿ� ñïåðåäè), îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó÷èòü çà-
ïèñü ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà. Åñëè öèêëîì õîäîâ ñòîëáè-
êà áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ, íà÷èíàþùóþñÿ õîäîì, êîãäà
íóëü íàõîäèòñÿ â àêòóàëüíîé ïîçèöèè, è çàêàí÷èâàþùóþñÿ õîäîì, ïîñëå
êîòîðîãî íóëü âíîâü âîçâðàùàåòñÿ â àêòóàëüíóþ ïîçèöèþ (âïåðâûå ïîñëå
òîãî, êàê ïîêèíóë åå â íà÷àëå öèêëà), òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êàæäûé ñòîë-
áèê, èñêëþ÷àÿ ñàìûé ïðàâûé, äåëàåò 1 õîä êàæäûé ðàç, êàê åãî ïðàâûé
ñîñåä çàâåðøàåò ñâîé î÷åðåäíîé öèêë. Ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîé ñòîë-
áèê äåëàåò õîäû â 10 ðàç ðåæå, ÷åì ïåðâûé. Íî òî÷íî òàêîå æå ñîîòíîøåíèå
èìååò ìåñòî, åñëè ñðàâíèâàòü âòîðîé ñòîëáèê ñ åãî ëåâûì ñîñåäîì, à èìåí-
íî, òðåòèé ñòîëáèê äåëàåò î÷åðåäíîé õîä òîëüêî â òå ìîìåíòû, êîãäà âòî-
ðîé çàâåðøàåò î÷åðåäíîé öèêë. Ïîýòîìó, òðåòèé ñòîëáåö îêàçûâàåòñÿ â 10
ðàç �ìåäëèòåëüíåå�, ÷åì âòîðîé. . . Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî òî÷íî òàêîå
æå ñîîòíîøåíèå íàáëþäàåòñÿ ïðè ñðàâíåíèè ñêîðîñòè âûïîëíåíèÿ õîäîâ
êàæäîãî ñòîëáèêà ñ ïðåäûäóùèì. À åñëè ñðàâíèâàòü ñòîëáèê ñ ïðåäûäó-
ùèì ïðåäûäóùåãî (ðàçóìååòñÿ, åñëè òàêîâîé ñóùåñòâóåò), òî, î÷åâèäíî,
îêàæåòñÿ, ÷òî îí ìåäëåííåå åãî óæå â 100 ðàç. È áîëåå îáîáùåííî, ñòîëáèê
ðàñïîëîæåííûé ëåâåå íåêîòîðîãî äðóãîãî íà n ïîçèöèé áóäåò áîëåå �òÿæå-
ëîâåñíûì� ïî ñðàâíåíèþ ñ íèì â 10n ðàç. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî
ïîÿâëåíèå 1 â àêòóàëüíîé ïîçèöèè âòîðîãî ñòîëáöà îçíà÷àåò òî, ÷òî óæå
áûëî ñäåëàíî 10 õîäîâ ïåðâûì ñòîëáöîì, ò.å. áûëî äîáàâëåíî åäèíèö 10
ðàç. À ïîÿâëåíèå öèôðû 7 â àêòóàëüíîé ïîçèöèè âòîðîãî ñòîëáöà îçíà÷à-
åò òî, ÷òî ê ýòîìó ìîìåíòó åäèíèö áûëî äîáàâëåíî 70 ðàç. Ó÷èòûâàÿ âñå
âûøåñêàçàííîå, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïðèâû÷íóþ ðàñøèôðîâêó äåñÿòè÷íîé
çàïèñè ëþáîãî ÷èñëà. Ê ïðèìåðó,

573509 = 9 ∗ 1 + 0 ∗ 10 + 5 ∗ 102 + 3 ∗ 103 + 7 ∗ 104 + 5 ∗ 105.
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Êàê âèäèì, âñå ïðåäåëüíî ïðîñòî � âåñ ñàìîé ïðàâîé ïîçèöèè (ïî ñóòè,
êîýôôèöèåíò, íà êîòîðûé óìíîæàåòñÿ ñàìàÿ ïðàâàÿ öèôðà) âñåãäà ðàâåí 1,
à êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïîçèöèÿ â 10 ðàç òÿæåëåå ïðåäûäóùåé (ïðè äâèæåíèè
ñïðàâà íàëåâî). Ïî áîëüøîìó ñ÷åòó çäåñü äëÿ íàñ ñóòü âàæíî, ÷òî:

1. êàæäûé ñòîëáèê ñîñòàâëåí èç 10 ñèìâîëîâ (öèôð);

2. âñå öèôðû êàæäîãî îòäåëüíîãî ñòîëáèêà ðàçëè÷íû.

Ïîñëå âñåãî âûøåñêàçàííîãî íå ñîñòàâèò òðóäà çàìåòèòü, ÷òî ïðîöåññ,
àíàëîãè÷íûé âûøåîïèñàííîìó, âïîëíå ìîæíî îñóùåñòâèòü è â òîì ñëó-
÷àå, åñëè íàøè ñòîëáèêè ñîñòàâëåíû èç êîëè÷åñòâà öèôð, êîòîðîå íå ðàâ-
íî 10. Ïóñòü, ê ïðèìåðó, â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè ñòîëáèêè, ñîñòàâëåííûå
èç 7 öèôð. Òîãäà àáñîëþòíî àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ çàôèêñèðóåò òî, ÷òî
êàæäûé ïîñëåäóþùèé ñòîëáèê â 7 ðàç �òÿæåëåå� ïðåäûäóùåãî. Ïîýòîìó
ðàñøèôðîâêà ñåìåðè÷íîé çàïèñè íàóãàä âçÿòîãî ÷èñëà áóäåò èìåòü òàêîé
âèä:

(523224)7 = 4 + 2 ∗ 7 + 2 ∗ 72 + 3 ∗ 73 + 2 ∗ 74 + 5 ∗ 75 (1)

Åñëè âûïîëíèòü äåéñòâèÿ íàä ïðàâîé ÷àñòüþ, òî ïîëó÷èì äåñÿòè÷íóþ
çàïèñü ýòîãî æå ÷èñëà. Òî÷íî òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî ðàñøèôðîâàòü
(ïåðåâåñòè â äåñÿòè÷íûé âèä) ëþáîå ÷èñëî, çàïèñàííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñòîëáèêîâ, ñîñòîÿùèõ èç 7 öèôð. Åñëè æå äëÿ çàïèñè ÷èñëà èñïîëüçîâàëè
ñòîëáèêè, ñîñòîÿùèå èç, ñêàæåì, 9 öèôð, òîãäà ïðè ðàñøèôðîâêå çàïè-
ñè (ïåðåâîäå â äåñÿòè÷íûé âèä), âåñà ïîçèöèé áóäóò âûðàæåíû ñòåïåíÿìè
÷èñëà 9. È, âîîáùå, åñëè äëÿ çàïèñè ÷èñëà èñïîëüçîâàëèñü ñòîëáèêè èç p
öèôð, òî ïðè ïåðåâîäå òàêîé çàïèñè â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó, âåñà ïîçèöèé
îêàæóòñÿ ðàâíûìè ñòåïåíÿì ÷èñëà p, ïðè÷åì ñòåïåíü, â êîòîðóþ áóäåò âîç-
âîäèòüñÿ p, áóäåò ðàâíà íîìåðó ïîçèöèè, îòñ÷èòàííîìó ñïðàâà íàëåâî, ïðè
óñëîâèè, ÷òî îòñ÷åò íà÷àëñÿ ñ íóëÿ. Íàâåðíÿêà, àóäèòîðèè èçâåñòíî, ÷òî
p ïðèíÿòî íàçûâàòü îñíîâàíèåì ïîçèöèîííîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî èìåþòñÿ ïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ
ñ ðàçíûìè îñíîâàíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, ìû óñïåëè ðàññìîòðåòü ñèñòåìû ñ
îñíîâàíèÿìè 10, 7, 9. Êîãäà ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ èìååò îñíîâàíèå p (p > 1),
òî äëÿ çàïèñè ÷èñåë â ýòîé ñèñòåìå èñïîëüçóåòñÿ ðîâíî p ñèìâîëîâ (öèôð),
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîêðûâàþò äèàïàçîí öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî p−1. Îáû÷íî,
â êà÷åñòâå öèôð èñïîëüçóþòñÿ ñèìâîëû, ïðèìåíÿåìûå äëÿ çàïèñè äåñÿ-
òè÷íûõ ÷èñåë, íî êîãäà èõ íå äîñòàòî÷íî, â êà÷åñòâå öèôð ìîãóò áûòü
ïðèâëå÷åíû ñèìâîëû êàêîé-ëèáî äðóãîé ãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ öèôð ðàñïðîñòðàíåííîé â ñðåäå ñïåöèàëèñòîâ èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé øåñòíàäöàòåðè÷íîé ñèñòåìû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðåâîñõîäÿò 9,
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ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ïåðâûõ áóêâ ëàòèíñêîãî àë-
ôàâèòà. Âûïîëíèì çàïèñàííûå â (1) äåéñòâèÿ. Ïîëó÷èì (523224)7 = 89982.

À òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî íàì áûëî íåîáõîäèìî ÷èñëî 89982 ïåðåâåñòè â
ñåìåðè÷íóþ ôîðìó çàïèñè. Êàê ìû ìîãëè ýòî ñäåëàòü? Îòâåò ñîäåðæèòñÿ
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1). Ïåðåïèøåì åå, âûíîñÿ çà ñêîáêè 7 âåçäå, ãäå
ýòî âîçìîæíî. Ïîëó÷èì:

89982 = 4 + 7 ∗ (2 + 7 ∗ (2 + 7 ∗ (3 + 7 ∗ (2 + 7 ∗ 5))))

Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ çàïèñü ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íîé ñ òî÷êè çðåíèÿ
îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé, òàê êàê ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñòåïåíè ÷èñëà 7 íå
ñ ñàìîãî íà÷àëà, à ñ èñïîëüçîâàíèåì óæå âû÷èñëåííîé ñòåïåíè, ïîêàçà-
òåëü êîòîðîé íà 1 ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ âû÷èñëÿåìîé. Èìåííî íà ýòîé
èäåå îñíîâàíà èçâåñòíàÿ ñõåìà Ãîðíåðà (William George Horner) âû÷èñëå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Âåðíåìñÿ ê ñîñòàâëåííîìó âûðàæåíèþ. Ëåãêî çàìå÷àåì, ÷òî åñëè ìû
âîçüìåì îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 89982 íà 7, òî ïîëó÷èì êðàéíþþ ïðà-
âóþ öèôðó èñêîìîé ñåìåðè÷íîé çàïèñè ýòîãî ÷èñëà. Åñëè çàòåì òî÷íî òàê
æå ïîñòóïèòü ñ ðåçóëüòàòîì äåëåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà 7, òî ïîëó÷èì óæå
ñîñåäíþþ öèôðó èñêîìîé çàïèñè è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà â ðåçóëüòàòå î÷å-
ðåäíîãî äåëåíèÿ íå ïîëó÷èì ÷èñëî, ìåíüøåå ÷åì 7. Âûïèñûâàÿ â ñòîëáèê
ñïðàâà � îñòàòêè, à ñëåâà � ðåçóëüòàòû äåëåíèÿ, ïîëó÷èì:

89982 | 4
12854 | 2
1836 | 2
262 | 3
37 | 2
5 | 5

Âûïèñûâàÿ ïîëó÷åííûå ñïðàâà öèôðû ñíèçó ââåðõ (âñïîìíèì, ÷òî ìû
ïîëó÷àëè öèôðû èñêîìîé çàïèñè ñïðàâà íàëåâî) â èòîãå ïîëó÷àåì èñêîìóþ
ñåìåðè÷íóþ ôîðìó (523224)7. Îäíàêî çàäàäèìñÿ âîïðîñîì � ÷åì ëó÷øå äå-
ñÿòè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ôîðìàìè çàïèñè, êðîìå
òîãî, ÷òî ìû ê íåé óæå ïðèâûêëè. Åñëè ìû áóäåì äî êîíöà îáúåêòèâíû,
òî äîëæíû áóäåì îäíîçíà÷íî îòâåòèòü � �íè÷åì�. Åäèíñòâåííîå ïðåèìó-
ùåñòâî äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû � ýòî íàëè÷èå 10 ïàëüöåâ íà ðóêàõ, ïîçâîëÿ-
þùåå ïðèáåãàòü ê èõ ïîìîùè ïðè óñòíîì ñ÷åòå. Êñòàòè, â íàçâàíèÿõ ÷èñåë
â ãðóçèíñêîì ÿçûêå ÿâíî ïðèñóòñòâóþò ñëåäû äâàäöàòåðè÷íîé ñèñòåìû.
Ïî-ãðóçèíñêè, 40 � ýòî �îðìîöè�, ÷òî îçíà÷àåò äâàæäû äâàäöàòü, 60 �
ýòî �ñàìîöè� (òðèæäû äâàäöàòü), 70 � �ñàìîöäààòè�, ÷òî îçíà÷àåò òðèæäû
äâàäöàòü è äåñÿòü (îäèí � ïî-ãðóçèíñêè �åðòè�, äâà � �îðè�, òðè � �ñàìè�,

260 Çèìíÿÿ øêîëà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ
Õàðüêîâ, ÕÍÓÐÝ, 18-26 ôåâðàëÿ 2010ã.



Äåíü Òåîäîðà Çàðêóà

äåñÿòü � �àòè�, äâàäöàòü � �îöè�, à �äà� îçíà÷àåò �è�). Ó÷èòûâàÿ þæíîå
ìåñòîðàñïîëîæåíèå Ãðóçèè, ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî áûëî âðåìÿ, êî-
ãäà ïðåäêè ñîâðåìåííûõ ãðóçèí ïîìîãàëè ñåáå ïðè ïîäñ÷åòå ïàëüöàìè íå
òîëüêî ðóê, íî è íîã.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îêîí÷àòåëüíî óòâåðäèòüñÿ â îòñóòñòâèè îñîáûõ ïðå-
èìóùåñòâ äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû, ïîñìîòðèì, êàê ìîæíî áûëî îñóùåñòâèòü
ïðèâåäåííûå âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç äåñÿòè÷íîé â ñåìåðè÷íóþ è íàîáî-
ðîò, ïîëüçóÿñü òîëüêî ñåìåðè÷íîé ñèñòåìîé.

Äëÿ ýòîãî, âíà÷àëå ñîñòàâèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ ñåìåðè÷íîé ñèñòå-
ìû:

1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 11 13 15
3 3 6 12 15 21 24
4 4 11 15 22 26 33
5 5 13 21 26 34 42
6 6 15 24 33 42 51

Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ ðàñøèôðîâàòü 89982, ïîëüçóÿñü âûøåèçëîæåííûì
ìåòîäîì, íî ïðîèçâîäÿ âû÷èñëåíèÿ èñêëþ÷èòåëüíî â ñåìåðè÷íîé ñèñòåìå.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýêîíîìè÷íîé ñõåìîé è çàïèøåì âûðàæåíèå, êîòîðîå ñëå-
äóåò âû÷èñëèòü â ñåìåðè÷íîé ñèñòåìå (äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè âîñïîëüçóåìñÿ
êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè):

89982 = 2+10∗ (8+10∗ (9+10∗ (9+10∗8))) = [2+13∗ (11+13∗ (12+13∗ (12+13∗11)))]7

Ìû óæå èñïîëüçîâàëè, ÷òî 8 = (11)7, 9 = (12)7, 10 = (13)7.
Â äàëüíåéøåì ïðîöåññå âû÷èñëåíèé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííîé

âûøå òàáëèöåé óìíîæåíèÿ, à òàêæå èçâåñòíûìè ïðàâèëàìè âû÷èñëåíèÿ
ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå â ñàìûõ
âíóòðåííèõ ñêîáêàõ áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

13
*

11
13

+
13
143

+
12
155
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Êàê âèäèì, çäåñü âíåøíå ïîêà íåò íèêàêèõ îòëè÷èé îò âû÷èñëåíèé â
äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå. Â ðåçóëüòàòå íà äàííûé ìîìåíò áóäåì èìåòü:

[2+13∗(11+13∗(12+13∗(12+13∗11)))]7 = [2+13∗(11+13∗(12+13∗155))]7

Âû÷èñëÿåì äàëüøå:

155
*

13
531

+
155
2411

+
12

2423

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåì áåç ïîäðîáíîñòåé:

[2 + 13 ∗ (11 + 13 ∗ (12 + 13 ∗ 155))]7 = [2 + 13 ∗ (11 + 13 ∗ 2423)]7 =

= [2 + 13 ∗ (11 + 35132)]7 = [2 + 13 ∗ 35143]7 = [2 + 523222]7 = [523224]7.

Âîçìîæíî, êîìó-ëèáî òàêîé ñïîñîá ïåðåâîäà èç äåñÿòè÷íîé â ñåìåðè÷-
íóþ ïîêàæåòñÿ áîëåå óäîáíûì. . .

Ïåðåâîä ÷èñëà (523224)7 â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ïîëüçóÿñü ñåìåðè÷íîé
ñèñòåìîé áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

523224 | 2
35143 | 11
2423 | 12
155 | 12
11 | 11

Òåïåðü îñòàåòñÿ âûïèñàòü ïîëó÷åííûå öèôðû èñêîìîãî äåñÿòè÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ, áåðÿ èõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñíèçó ââåðõ.

Î÷åâèäíî, äëÿ ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè íàèáîëåå óäîáíîé ÿâëÿåòñÿ äâî-
è÷íàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé äëÿ èçîáðàæåíèÿ ëþáîãî ÷èñëà äîñòàòî÷íî âñåãî
2-õ öèôð.

Çäåñü æå îòìå÷àåì ôàêòè÷åñêîå îòñóòñòâèå òàáëèöû óìíîæåíèÿ äëÿ
äâîè÷íîé ñèñòåìû êàê òàêîâîé! Óìíîæåíèå íà 0 âñåãäà äàåò 0, à óìíîæåíèå
íà 1 äàåò çíà÷åíèå äðóãîãî ñîìíîæèòåëÿ.

Çàìåòèì, ÷òî õîðîøåå âëàäåíèå äâîè÷íîé ñèñòåìîé îáëåã÷àåò ðåøåíèå
öåëîãî ðÿäà çàäà÷.
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Íàïðèìåð, ïóñòü áèîëîãè ïðîâîäÿò ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ íàä n îñîáÿ-
ìè. Ïðè÷åì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ìîæåò
ñèëüíî çàâèñåòü îò íàáîðà îñîáåé, âçÿòûõ äëÿ êîíêðåòíîãî ñåàíñà. Ðàçóìå-
åòñÿ, òóò âàæíî ñóìåòü ðàññìîòðåòü âñå ïîäìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî
ìíîæåñòâà îñîáåé. Äëÿ ýòîãî ïðîùå âñåãî, ïåðåíóìåðîâàâ âñå îáúåêòû ýêñ-
ïåðèìåíòà ÷èñëàìè, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ, êàæäîìó èç ïîäìíîæåñòâ ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå äâîè÷íóþ êîìáèíàöèþ, â êîòîðîé â ðàçðÿäàõ, èìåþùèõ íîìå-
ðà ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîì ïîäìíîæåñòâå îñîáåé, ñòîÿò åäèíèöû, à âî âñåõ
ïðî÷èõ ðàçðÿäàõ � íóëè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âñåõ âîçìîæ-
íûõ ïîäìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïåðåáðàòü âñå ÷èñëà, íà÷èíàÿ íóëåì
è êîí÷àÿ ÷èñëîì 2n−1 è äëÿ êàæäîãî èç íèõ âûáèðàòü â ìíîæåñòâî òå è
òîëüêî òå îñîáè, êîòîðûå èìåþò íîìåðà, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò åäèíèöû
â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè òåêóùåãî ÷èñëà.

Íàïðèìåð, äëÿ òðåõ îñîáåé (a,b,c) áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ÷èñëàìè (ïî ñóòè, íîìåðàìè ïîäìíîæåñòâ) è ïîäìíîæåñòâàìè (äëÿ
óäîáñòâà ñïðàâà ïðèïèñàíû òðåõçíà÷íûå äâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ÷è-
ñåë):

0 {} 000
1 {a} 001
2 {b} 010
3 {a,b} 011
4 {c} 100
5 {a,c} 101
6 {b,c} 110
7 {a,b,c} 111

Îäíàêî, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýêñïåðèìåíòàòîðó âàæíî ïîäìåòèòü êà-
êîå èçìåíåíèå ïîâëèÿëî íà ðåçóëüòàò, î÷åâèäíî, ïðèâåäåííûé âàðèàíò íå
ïîäîéäåò. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå æåëàòåëüíî, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áûëà êàê ìîæíî áîëåå ãëàäêîé â òîì ñìûñëå, ÷òîáû
êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê ìîæíî ìåíüøå îòëè-
÷àëñÿ îò ïðåäûäóùåãî, à ó íàñ, ê ïðèìåðó, ïîäìíîæåñòâà ñ íîìåðàìè 1
è 2, à òàêæå 5 è 6 îòëè÷àþòñÿ äâóìÿ ñîñòàâëÿþùèìè, à ïîäìíîæåñòâà ñ
íîìåðàìè 3 è 4, âîîáùå âñåìè òðåìÿ ñîñòàâëÿþùèìè.

Î÷åâèäíî, íàì áû ïîäîøåë ñëåäóþùèé âàðèàíò:
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0 000 {} 000
1 001 {a} 001
2 010 {a,b} 011
3 011 {b} 010
4 100 {b,c} 110
5 101 {a,b,c} 111
6 110 {a,c} 101
7 111 {c} 100

Ëåãêî ïî÷óâñòâîâàòü, ÷òî óæå äëÿ n = 4 �êóñòàðíûìè� ñïîñîáàìè òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòàâèòü íå òàê óæ ëåãêî. Ê ñ÷àñòüþ, ñóùåñòâóåò îñò-
ðîóìíàÿ ôîðìóëà, ïðåäëîæåííàÿ Ôðýíêîì Ãðååì (Franc Grey), êîòîðàÿ
íîñèò åãî èìÿ è ðåøàåò ïðîáëåìó ôîðìèðîâàíèÿ ïîäîáíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, ïîçâîëÿÿ ïðÿìî îïðåäåëèòü ÷ëåí èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çíàÿ
åãî ïîðÿäêîâûé íîìåð.

Åñëè îáîçíà÷èòü i-ûé ðàçðÿä äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîðÿäêîâîãî íî-
ìåðà êîäà Ãðåÿ ÷åðåç Ni, à ÷åðåç Gi - i-ûé ðàçðÿä äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî êîäà Ãðåÿ, òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

Gi = Ni
∧ Ni+1

Îòìåòèì, ÷òî ðàçðÿäû ñ÷èòàþòñÿ çàíóìåðîâàííûìè, êàê è ðàíüøå,
ñïðàâà íàëåâî (ñ íóëÿ). Ôóíêöèÿ íà ÿçûêå Ñ, ðåàëèçóþùàÿ ïîëó÷åíèå êî-
äà Ãðåÿ äëÿ çàäàííîãî öåëîãî ïàðàìåòðà, ðàâíîãî íîìåðó ýòîãî êîäà, áóäåò
âûãëÿäåòü òàê:

unsigned long long G(long long N)
{return N ^ N>>1; }

Âñïîìíèì, ÷òî ñäâèãîâûå îïåðàöèè èìåþò áîëåå âûñîêèé ïðèîðèòåò, ÷åì
ðàçðÿäíîå ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2.

Áûâàåò âàæíî áûñòðî îïðåäåëèòü ìîùíîñòü ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëåííî-
ãî äâîè÷íîé êîìáèíàöèåé. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òî îáñòîÿ-
òåëüñòâî, ÷òî äëÿ äàííîãî öåëîãî N(N > 0) îïåðàöèÿ ðàçðÿäíîãî óìíîæå-
íèÿ íà N − 1 äàåò äâîè÷íóþ êîìáèíàöèþ, îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîé òîëüêî
òåì, ÷òî ñàìûé ïðàâûé ðàçðÿä, ñîäåðæàùèé åäèíèöó, îáíóëÿåòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîãðàììíûé êîä, îïðåäåëÿþùèé êîëè÷åñòâî åäèíèö â äâîè÷íîì
ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà áåç çíàêà, çàäàííîãî â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, íà ÿçûêå
Ñ áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

unsigned long long G(long long N)
{int R;
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for(R=0; N; N &= N-1, R++);
return R; }

Çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì èñïîëüçóþòñÿ îñîáåííîñòè äâîè÷íîãî êîäà ïðè
ñîçäàíèè öåëîãî ðÿäà èíôîðìàöèîííûõ ñòðóêòóð è àëãîðèòìîâ. Â ÷àñòíî-
ñòè, ñòîèò ðàññìîòðåòü îñòðîóìíóþ èäåþ îðãàíèçàöèè ñóììàòîðà � èí-
ôîðìàöèîííîé ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ïîäñ÷åò ñóììû ÷ëåíîâ
îòðåçêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ò.å. ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùèõ íî-
ìåðà èç çàäàííîãî äèàïàçîíà). Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
âìåñòî ñàìèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õðàíèòü ñóììû ÷ëåíîâ èç äèàïà-
çîíà, íà÷èíàþùåãîñÿ ÷ëåíîì, íîìåð êîòîðîãî ïîëó÷èòñÿ, åñëè â äâîè÷íîì
ïðåäñòàâëåíèè íîìåðà òåêóùåãî ÷ëåíà îáíóëèòü ñàìóþ ïðàâóþ åäèíèöó è
ïîòîì äîáàâèòü 1. Â ÷àñòíîñòè, âñå ÷ëåíû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè áóäóò
ðàâíû ÷ëåíó ñ òàêèì æå íîìåðîì èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðè-
ìåð, åñëè îáîçíà÷èòü ÷ëåíû èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç Ai, òîãäà
ïåðâûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ �ðàáî÷åé� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B áóäóò ïîëó÷åíû
òàê:
B1 = A1
B2 = A1 + A2
B3 = A3
B4 = A1 + A2 + A3 + A4
B5 = A5
B6 = A5 + A6
B7 = A7
B8 = A1 + A2 + A3 + A4 + A5 + A6 + A7 + A8
. . .
Ïóñòü SUM(A, n,m) îçíà÷àåò ñóììó âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

A, èìåþùèõ èíäåêñû îò m äî n âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà, SUM(A, n,m),
ãäå n < m ìîæíî áóäåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì SUM(A, 1,m) −
SUM(A, 1, n− 1).

Ïðè ýòîì ïðîöåäóðà SUM(A, 1, n) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çà ëîãàðèôìè÷å-
ñêîå, îòíîñèòåëüíî n, âðåìÿ, òàê êàê ìîæåò ñõåìàòè÷åñêè âûãëÿäåòü òàê.
Âíà÷àëå áåðåì â ñóììó Bn, çàòåì îáíóëÿåì ñàìûé ïðàâûé ðàçðÿä äâîè÷-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ n è åñëè ðåçóëüòàò íå íóëü, òî áåðåì B ñ èíäåêñîì,
ðàâíûì ïîëó÷åííîìó ÷èñëó è ò.ä., äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì íóëü. Òàê
êàê äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â õóäøåì ñëó÷àå ïðîäâèæåíèåì ïî âñåì ðàçðÿ-
äàì äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ n, òî âûøåïðèâåäåííàÿ îöåíêà îêàçûâàåòñÿ
îáîñíîâàííîé. Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû ïåðâûõ 7 ýëåìåíòîâ ïðè-
õîäèòñÿ ñóììèðîâàòü B7, B6, B4.

Åñòåñòâåííî, âåñü ýòîò ñûð-áîð ìîæåò áûòü îïðàâäàí, åñëè ñóùåñòâóåò
ïðèåìëåìûé ñïîñîá ìîäèôèöèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B, êîãäà âîçíè-
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êàåò íåîáõîäèìîñòü èçìåíèòü (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëîæåíèåì) Ai. Î÷åâèä-
íî, â ýòîì ñëó÷àå íóæíî èçìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèì ñïîñîáîì âñå ÷ëåíû
ðàáî÷åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ñ ó÷àñòèåì Ai.
Òàêèõ íå áîëüøå, ÷åì åäèíèö â äâîè÷íîì çíà÷åíèè ÷èñëà i, à ïðîéòèñü ïî
âñåì ÷ëåíàì �ðàáî÷åé� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà÷èíàÿ ñ òîãî, íîìåð êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ i ìîæíî îñóùåñòâëÿÿ îïåðàöèþ, îáðàòíóþ òîé, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðîé ìû ïðîäâèãàëèñü, êîãäà ïîëó÷àëè íà÷àëüíûå èíäåêñû ñóììèðóåìûõ
÷ëåíîâ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîãäà ôîðìèðîâàëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü B. Íàïðèìåð, ïðè èçìåíåíèè A6, áóäåò íåîáõîäèìî �çàòðîíóòü� B6,
B8 è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà íå èñ÷åðïàþòñÿ âñå ÷ëåíû �ðàáî÷åé� ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (åñòåñòâåííî, ìû ïðîõîäèì òîëüêî ïî �íóæíûì� ÷ëåíàì). Äëÿ
äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíäåêñà, äëÿ êîòîðîãî ñëåäóåò ïîëó÷èòü ïîñëåäó-
þùèé, ýòà ïðîöåäóðà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì � âçÿòü ñàìóþ êðàé-
íþþ åäèíèöó è äîáàâèòü ÷èñëî, äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîãî ñîäåðæèò
åäèíñòâåííóþ åäèíèöó èìåííî â ýòîé ïîçèöèè. Íà ÿçûêå Ñ ôóíêöèÿ, êî-
òîðàÿ âûäàåò íîìåð ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà �ðàáî÷åé� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
âûãëÿäèò òàê:

unsigned long long NEXT(unsigned long long n)
{return (n<<1) - (n & (n-1)); }

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà ýôôåêòèâíà íå òîëüêî
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñóììû ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî äèàïàçîíà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, íî è äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêèõ ÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê èíòåðâàëîâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå îäíîçíà÷íî ðåàãèðóþò íà èçìåíåíèå êàæäîãî
ýëåìåíòà èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, òà-
êèå õàðàêòåðèñòèêè, êàê ìàêñèìóì è ìèíèìóì).

Îòìåòèì, ÷òî äâîè÷íàÿ ñèñòåìà èìååò îäèí íåäîñòàòîê � ýòà ñèñòåìà
çíà÷èòåëüíî áîëåå òðåáîâàòåëüíà ê êîëè÷åñòâó ðàçðÿäîâ. Èíûìè ñëîâà-
ìè, ïðîâåäåíèå âûøåîïèñàííîãî ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
öåëûõ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå ÷àùå äðóãèõ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè
óâåëè÷èâàòü ðàçðÿäíîñòü. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ñïðîñà
íà ñèñòåìû ñ îñíîâàíèÿìè, ðàâíûìè öåëûì ñòåïåíÿì äâîéêè. Â ÷àñòíîñòè,
â êà÷åñòâå ñèñòåìû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè, ïðåäñòàâëåííîé â êîì-
ïüþòåðå, ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ëèáî øåñòíàäöàòåðè÷íàÿ, ëèáî âîñüìåðè÷íàÿ
ñèñòåìû.

Îáå ýòè ñèñòåìû íå òàê òðåáîâàòåëüíû ê ðàçðÿäíîñòè ïðåäñòàâëåííûõ
èìè ÷èñåë, îäíîâðåìåííî ïåðåâîä èç äâîè÷íîé â ýòè ñèñòåìû è íàîáîðîò
ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ìàêñèìàëüíî ïðîñòî � ïîñèìâîëüíî. Ïðè ýòîì îäíîé
øåñòíàäöàòåðè÷íîé öèôðå ñîîòâåòñòâóåò ñåêöèÿ èç 4-õ äâîè÷íûõ öèôð è
íàîáîðîò (16 = 24), à îäíîé âîñüìåðè÷íîé öèôðå ñîîòâåòñòâóåò ñåêöèÿ èç
3-õ äâîè÷íûõ öèôð è íàîáîðîò (8 = 23).
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Äåéñòâèòåëüíî, (1011010110001)2 = (13261)8 = (16B1)16.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäîáíàÿ òåñíàÿ ñâÿçü ñóùåñòâóåò ìåæäó ëþáûìè

äâóìÿ ñèñòåìàìè, åñëè îñíîâàíèå îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ öåëîé ñòåïåíüþ
îñíîâàíèÿ äðóãîé.

Òåïåðü äàâàéòå íåíàäîëãî âåðíåìñÿ ê �íàøèì� ñòîëáèêàì. Ìû óæå çà-
ìåòèëè, ÷òî èçìåíåíèå îñíîâàíèÿ ïîçèöèîííîé ñèñòåìû ïðîñòî îçíà÷àåò
ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ íàøèõ ñòîëáèêîâ. Íî, â
ïðèíöèïå, íå ñîñòàâëÿåò òðóäà çàìåòèòü, ÷òî ñóòü ïðîöåññà ïðîäâèæåíèÿ
ïî ïîäðÿä èäóùèì öåëûì ÷èñëàì íå èçìåíèòñÿ, åñëè ñòîëáèêè ñîäåðæàò
ðàçíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû, â êîòîðîé êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòîâ ñòîëáèêîâ ñïðàâà íàëåâî ðàâíî 2, 3, 2,. . . , ïåðâûå íåñêîëüêî
êîìáèíàöèé (çàïèñåé ÷èñåë) áóäóò âûãëÿäåòü òàê (äëÿ îïðåäåëåííîñòè, äà-
äèì ïî òðè ðàçðÿäà):

000 0
001 1
010 2
011 3
020 4
021 5
100 6
101 7
110 8
111 9
120 10

Äëÿ óäîáñòâà, ñïðàâà ïðèïèñàíû äåñÿòè÷íûå çíà÷åíèÿ ýòèõ çàïèñåé.
Êàê âèäèì, ãëàâíûé ïðèíöèï, çàëîæåííûé â ïîçèöèîííûå ñèñòåìû, â

ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïîçèöèÿ �òÿæåëåå� ïðåäûäó-
ùåé âî ñòîëüêî ðàç, êàêîâî îñíîâàíèå ýòîé ïîçèöèè, ñðàáàòûâàåò è ïðè
ðàçíûõ îñíîâàíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìû èìååì (n + 1)-çíà÷íóþ çàïèñü,
(An . . . A1A0), äëÿ êîòîðîé îñíîâàíèÿ ïîçèöèé äàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ B0, B1 . . . Bn, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàñøèôðîâêà áóäåò èìåòü âèä:

(An . . . A1A0) = A0 +B0 ∗ (A1 +B1 ∗ (A2 + . . . (An−1 +Bn−1 ∗ An) . . . ))

Äëÿ ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà, â ÷àñòíîñòè, (110) = 0 + 2 ∗ (1 + 3 ∗ 1).
Òàêèå ñèñòåìû ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìàìè ñ íåîäíîðîäíûì îñíîâà-

íèåì. Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ìû ïîñòîÿííî èìååì äåëî ñ òàêèìè ñè-
ñòåìàìè. Â ÷àñòíîñòè, âðåìÿ çàäàåòñÿ èìåííî òàêîé ñèñòåìîé (ñåêóíäû è
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ìèíóòû â øåñòèäåñÿòåðè÷íîé, ÷àñû â äâàäöàòåðè÷íîé, äíè, âîîáùå, â ñè-
ñòåìå ñ ïåðåìåííûì îñíîâàíèåì, çíà÷åíèå êîòîðîãî çàâèñèò îò ìåñÿöà, à â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è îò ãîäà, ìåñÿöû â äâåíàäöàòåðè÷íîé ñèñòåìå. . . ).

Ðåãëàìåíò äàííîé ëåêöèè íå ïîçâîëÿåò çàòðîíóòü ìíîæåñòâî ïîëåçíûõ
è èíòåðåñíûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìàìè ñ÷èñëåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ýòî óäîâîëüñòâèå ó íàñ âïåðåäè.

Çàäà÷è è ðàçáîðû

Çàäà÷à A. ÀíòèÃðåé

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: a.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: a.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Êàê èçâåñòíî, àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Ôðýíê Ãðåé (Franc Grey) ïðåä-
ëîæèë îñòðîóìíóþ ôîðìóëó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïî ïîðÿäêîâîìó íîìåðó
îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáëàäàþùåé òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ÷ëåíà îò-
ëè÷àåòñÿ ðîâíî â îäíîì ðàçðÿäå îò äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåäûäóùåãî.
Åñëè îáîçíà÷èòü i-ûé ðàçðÿä äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîðÿäêîâîãî íîìå-
ðà êîäà Ãðåÿ ÷åðåç Ni, à ÷åðåç Gi - i-ûé ðàçðÿä äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî êîäà Ãðåÿ, òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

Gi = Ni
∧ Ni+1

Îòìåòèì, ÷òî ðàçðÿäû ñ÷èòàþòñÿ çàíóìåðîâàííûìè ñïðàâà íàëåâî (ñ
íóëÿ). Ôóíêöèÿ íà ÿçûêå Ñ, ðåàëèçóþùàÿ ïîëó÷åíèå êîäà Ãðåÿ äëÿ çà-
äàííîãî öåëîãî ïàðàìåòðà, ðàâíîãî íîìåðó ýòîãî êîäà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

unsigned long long G(long long N)
{return N ^ N>>1;}

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Gi) áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ãðåÿ.
Íàøà çàäà÷à, ïî çàäàííîìó êîäó Ãðåÿ ïîëó÷èòü ÷èñëî, êîòîðîìó ýòîò êîä
ñîîòâåòñòâóåò (ò.å. íîìåð ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãðåÿ, ðàâíîãî ýòîìó
êîäó).
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Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ôàéë ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ñòðîêè � êîäà Ãðåÿ, çàäàííîãî â øåñò-
íàäöàòåðè÷íîì âèäå. Äëèíà çàäàííîé ñòðîêè íå ïðåâîñõîäèò 200 000, â êà-
÷åñòâå öèôð, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðåâîñõîäÿò 9, âçÿòû ïåðâûå àíãëèéñêèå
áóêâû âåðõíåãî ðåãèñòðà.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûõîäíîé ôàéë ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ñòðîêè - øåñòíàäöàòåðè÷íîãî
çíà÷åíèÿ ÷èñëà, êîä Ãðåÿ êîòîðîãî áûë çàäàí âî âõîäíîì ôàéëå. Ó ðåçóëü-
òàòà íå äîëæíî áûòü âåäóùèõ íóëåé, â êà÷åñòâå öèôð, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
ïðåâîñõîäÿò 9, ñëåäóåò âçÿòü ïåðâûå àíãëèéñêèå áóêâû âåðõíåãî ðåãèñòðà.

Ïðèìåðû

a.in a.out
3F 2A

5B9 6D1

Ðàçáîð çàäà÷è A. ÀíòèÃðåé

Òàê êàê èñõîäíîå ÷èñëî çàäàíî â øåñòíàäöàòåðè÷íîé ñèñòåìå, òî çà îäèí
ïðîõîä ïîöèôåðíûì ïåðåâîäîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé äâîè÷-
íûé êîä, ïðåîáðàçîâàòü åãî, à çàòåì óæå ïîñåêòîðíûì ïåðåâîäîì ïîëó÷èòü
èñêîìûé ðåçóëüòàò â òðåáóåìîì âèäå. ×òî êàñàåòñÿ ñàìîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, òî âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî åñëè îáîçíà÷èòü ñàìûé ñòàðøèé äâîè÷íûé
ðàçðÿä èñêîìîãî ÷èñëà ÷åðåç Nn, à ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçðÿä êîäà Ãðåÿ Gn,
òî ïîëó÷èì:

Nn = Gn

Äàëüøå ñîãëàñíî ôîðìóëå Ãðåÿ áóäåì èìåòü:

Gn−1 = Nn−1
∧ Nn,

îòñþäà

Nn−1 = Gn−1
∧ Nn,
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Î÷åâèäíî, ïîëüçóÿñü ïîñëåäíåé ôîðìóëîé, äâîè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî
ïîëó÷èòü çà îäèí ïðîõîä.

Çàäà÷à B. Ñíîâà À + B

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: b.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: b.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñòðîê, ñîñòàâëåííûõ òîëüêî èç ëàòèíñêèõ áóêâ
ìàëîãî ðåãèñòðà è äåñÿòè÷íûõ öèôð. Íàçîâåì äâå òàêèå ñòðîêè ïîäîáíûìè,
åñëè:

1. Îíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó;

2. Ýëåìåíòû ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè ó ýòèõ ñòðîê: ëèáî îáà � áóêâû,
ëèáî îáà � öèôðû.

Íà ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõ ñòðîê, ïîäîáíûõ äàííîé, ââîäèòñÿ îïåðà-
öèÿ ñëîæåíèÿ. Åñëè óïîðÿäî÷èòü âñå ñòðîêè, ïîäîáíûå äàííîé â ïîðÿäêå
îáðàòíîì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîìó, òîãäà âñå ýòè ñòðîêè ìîãóò áûòü ñíàáæå-
íû ñâîèìè ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ. Ïóñòü N(A) � ýòî
ïîðÿäêîâûé íîìåð ñòðîêè A, à N(B) � ïîðÿäêîâûé íîìåð ñòðîêè B, òîãäà
ñóììîé ñòðîê A è B áóäåì ñ÷èòàòü ñòðîêó, ïîðÿäêîâûé íîìåð êîòîðîé â
âûøåîïèñàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò ðàâåí (N(A) + N(B)) mod M ,
ãäå M � îáùåå êîëè÷åñòâî ñòðîê, ïîäîáíûõ ñòðîêàì, ó÷àñòâóþùèì â îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ.

Îãðàíè÷åíèÿ

Äëèíà êàæäîãî ñëàãàåìîãî íå ìåíüøå 1 è íå ïðåâîñõîäèò 300 000. Òå-
ñòû ãàðàíòèðóþò, ÷òî ñëàãàåìûå óäîâëåòâîðÿþò âûøåèçëîæåííîìó óñëî-
âèþ ïîäîáèÿ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò A, à âòîðàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò B.
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Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûõîäíîé ôàéë ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ñòðîêè � ðåçóëüòàòà ñëîæåíèÿ
çàäàííûõ ñòðîê.

Ïðèìåðû

b.in b.out
z
y

y

7b
1c

8e

Ðàçáîð çàäà÷è B. Ñíîâà À + B

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ìû èìååì äåëî ñ ïîçèöèîííîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ ñ
íåîäíîðîäíûì îñíîâàíèåì. Íåêîòîðûå ïîçèöèè èìåþò îñíîâàíèå 26 (ñèì-
âîëüíûå ïîçèöèè), à íåêîòîðûå ïîçèöèè èìåþò îñíîâàíèå 10 (öèôðîâûå
ïîçèöèè). Ïðè÷åì, ñèìâîëû íà ñòîëáèêàõ ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ò.å. â ðîëè íóëÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîçèöèÿõ âûñòóïà-
þò �z� è �9�. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñèìâîë â ñòðîêå ñîîòâåòñòâóåò áóêâå,
òîãäà åãî ïîðÿäêîâûé íîìåð â íà÷àëüíîé ïîçèöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîë-
áèêà (ñíèçó ââåðõ íà÷èíàÿ îò íóëÿ) ðàâåí 25− (s− ‘a′), à åñëè ýòî öèôðà,
òî åãî àíàëîãè÷íûé íîìåð ðàâåí 9− (s− ‘0′), ãäå s � ýòî êîä óïîìÿíóòîãî
ñèìâîëà. À òî, ÷òî íîìåð ðåçóëüòèðóþùåé ñòðîêè îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì âçÿ-
òèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ íà îáùåå êîëè÷åñòâî òàêèõ ñòðîê, îçíà÷àåò ïðîñòî
ïîòåðþ äàííûõ âûõîäÿùèõ çà ïðåäåëû äëèíû ñëàãàåìûõ ñòðîê.

Çàäà÷à C. Ïëîùàäü

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: c.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: c.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè F (x) = a0 × f0(b0 × x) + . . . + an × fn(bn ×
x), à òàêæå, äëÿ çàäàííûõ A è B, îïðåäåëèòü îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü,
îãðàíè÷åííóþ ãðàôèêàìè ôóíêöèé y = F (x), y = −C, x = A, x = B. Ãäå
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0 ≤ n ≤ 25, −25 ≤ ai,bi ≤ 25, bi ! = 0, C = abs(a0/b0) + . . .+ abs(an/bn),
−1000 ≤ A,B ≤ 1000, à êàæäàÿ èç fi ëèáî sin, ëèáî cos.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â íà÷àëå ôàéëà èäóò çíà÷åíèÿ ÷èñåë A è B, à çàòåì ñòðîêà, ñîäåðæà-
ùàÿ F (x), ïðè÷åì ýòà ñòðîêà ïðîáåëîâ íå ñîäåðæèò, êðîìå òîãî ai è bi
ìîãóò áûòü ïðîïóùåíû (åñòåñòâåííî, â ýòèõ ñëó÷àÿõ èõ çíà÷åíèÿ äîëæíû
áûòü ïðèíÿòû ðàâíûìè 1). Àíàëîãè÷íî, −sin(−x) ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü
êàê −1 ∗ sin(−1 ∗ x).

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûõîäíîé ôàéë ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ñòðîêè, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ
èñêîìàÿ ïëîùàäü ñ òî÷íîñòüþ äî 6 äðîáíûõ äåñÿòè÷íûõ öèôð.

Ïðèìåðû

c.in c.out
-15 27
5*sin(2*x)+6*cos(3*x)

191.900934

0 3.14
-sin(x)

1.140001

Ðàçáîð çàäà÷è C. Ïëîùàäü

Ñëåäóåò óïîðÿäî÷èòü A è B ïî âîçðàñòàíèþ è âû÷èñëèòü ðåçóëüòàò ïî
ôîðìóëå:

S =

∫ B

A

(F (x) + C)dx

Îñòàåòñÿ àêêóðàòíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë ai è bi, à çà-
òåì ïðàâèëüíî ïðèìåíèòü ôîðìóëû ïîëó÷åíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíê-
öèé sin(x) è cos(x).
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Çàäà÷à D. Ïóñòûíÿ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: d.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: d.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûé çàïàñ òîïëèâà â ñòàðòî-
âîé òî÷êå, äëÿ òîãî, ÷òîáû íà âåçäåõîäå ïðåîäîëåòü òðàññó çàäàííîé äëèíû,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïóñòûíþ ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé ðàç ìîæíî çàïðàâ-
ëÿòüñÿ òîëüêî â áàê, ðàçìåð êîòîðîãî èçâåñòåí çàðàíåå, ïðè óñëîâèè, ÷òî
ðàñõîä òîïëèâà ðàâåí îäíîìó ëèòðó íà êèëîìåòð, ÷òî ìîæíî áðàòü ñ ñîáîé
íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ïóñòûõ ðåçåðâóàðîâ, óñòàíàâëèâàòü èõ â ëþáîì
ìåñòå è çàëèâàòü â íèõ ãîðþ÷åå òîëüêî èç áàêà.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âî âõîäíîì ôàéëå ÷åðåç ïðîáåë çàïèñàíû äâà ÷èñëà � äëèíà òðàññû â
êèëîìåòðàõ è ðàçìåð áàêà âåçäåõîäà â ëèòðàõ. Äàííûå â òåñòàõ ãàðàíòè-
ðóþò, ÷òî îòíîøåíèå ÷èñåë, âûðàæàþùèõ äëèíó òðàññû è ðàçìåð áàêà íå
ïðåâîñõîäèò 5.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â âûõîäíîì ôàéëå åäèíñòâåííîå ÷èñëî � îòâåò çàäà÷è ñ òî÷íîñòüþ äî
6 çíàêîâ ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè.

Ïðèìåðû

d.in d.out
10 3 330.886044

499 123 57670.182247

Ðàçáîð çàäà÷è D. Ïóñòûíÿ

Èçâåñòíàÿ çàäà÷à ñ êðàñèâûì è ïîó÷èòåëüíûì ðåøåíèåì. Åñëè ðàçìåð
áàêà (B) íå ìåíüøå äëèíû òðàññû (D), òî îòâåò � äëèíà òðàññû (D). Èíà-
÷å çàäàäèìñÿ âîïðîñîì � êàêîâî íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå äî êîíöà òðàñ-
ñû, ñòàðòóÿ ñ êîòîðîãî ïðè çàïîëíåííîì áàêå ìîæíî ïðåîäîëåòü òðàññó äî
êîíöà. Î÷åâèäíî, ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî ðàçìåðó áàêà. Îáîçíà÷èì åãî x1
(x1 = B). Ïîñëå ýòîãî ñëåäóåò ïûòàòüñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ � à ñ êàêî-
ãî íàèáîëüøåãî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè, îòñòîÿùåé îò êîíöà íà ðàñòîÿíèå x1
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ìîæíî ñòàðòîâàòü, èìåÿ â òî÷êå ñòàðòà äâà áàêà ñ ãîðþ÷èì, ÷òîáû ïðèé-
òè ê íåé ñ ïîëíîñòüþ îïóñòîøåííûì áàêîì, îáåñïå÷èòü íàëè÷èå òàì B
ëèòðîâ ãîðþ÷åãî, çàïðàâèòüñÿ â ýòîé òî÷êå è ïåðåñå÷ü ïóñòûíþ äî êîí-
öà. Åñëè îáîçíà÷èòü ýòî ðàññòîÿíèå ÷åðåç x2, òî î÷åâèäíî áóäåì èìåòü:
2 × B − 3 × x2 = B. Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî îäíîé õîäêè äëÿ òîãî, ÷òîáû
äîñòàâèòü B ëèòðîâ ãîðþ÷åãî â òî÷êó D − x1 ÿâíî íåäîñòàòî÷íî, à êàæ-
äûé ïîõîä äëèíîé x2 ðàñõîäóåò x2 ëèòðîâ ãîðþ÷åãî (òàêèõ ïîõîäîâ âñåãî 3
� äâà òóäà è îäèí îáðàòíî). Â ðåçóëüòàòå èìååì x2 = B/3. Òåïåðü ïûòà-
åìñÿ îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå îò ïîëó÷åííîé òî÷êè ðàññòîÿíèå äî òî÷êè,
ñòàðòóÿ ñ êîòîðîé ñ çàïàñîì 3 × B ìîæåì ïðèáûòü â òî÷êó D − x1 − x2 ñ
ïóñòûì áàêîì è îáåñïå÷èòü íàëè÷èå â ýòîé òî÷êå 2 × B ëèòðîâ ãîðþ÷åãî.
Î÷åâèäíî, ïîëó÷èì x3 = B/5 (òîëüêî äâóêðàòíîãî âûåçäà èç òî÷êè D−x3
äëÿ äîñòàâêè â D − x1 − x2 2 × B ëèòðîâ ãîðþ÷åãî ÿâíî íåäîñòàòî÷íî).
Â êàêîé-òî ìîìåíò î÷åðåäíàÿ òî÷êà ëèáî ñîâïàäåò ñ òî÷êîé ñòàðòà, ëèáî
îêàæåòñÿ ïåðåä ñòàðòîâîé òî÷êîé. Â ïåðâîì ñëó÷àå îòâåò óæå ãîòîâ, à âî
âòîðîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ ðåøèòü óæå òðèâèàëüíóþ çàäà÷ó � îïðåäåëèòü
ìèíèìàëüíîå ñòàðòîâîå êîëè÷åñòâî ãîðþ÷åãî, êîòîðîå ïîçâîëèò îêàçàòüñÿ
â ïðåäûäóùåé òî÷êå ñ ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûì äëÿ äàëüíåéøåãî óñïåø-
íîãî ïðîäâèæåíèÿ êîëè÷åñòâîì ãîðþ÷åãî. Âåäü ìû çíàåì ðàññòîÿíèå îò
ñòàðòà äî ïîñëåäíåé îïðåäåëåííîé íàìè òî÷êè, à òàêæå íåîáõîäèìîå êîëè-
÷åñòâî ïîëíûõ áàêîâ ãîðþ÷åãî äëÿ ñòàðòà îò ýòîé òî÷êè.

Çàäà÷à E. Áîëüøå âñåõ

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: e.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: e.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äëÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë è çàäàííîãî îñíîâàíèÿ
ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ p (0 ≤ p ≤ 16) îïðåäåëèòü öèôðó, êîòîðàÿ ïðèñóòñòâó-
åò â p-è÷íûõ çíà÷åíèÿõ áîëüøåãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè
ïðåòåíäåíòîâ íåñêîëüêî, òî âûäàòü íàèìåíüøåå ñðåäè íèõ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Â íà÷àëå ôàéëà èäåò çíà÷åíèå ÷èñëà p, à çàòåì ïîäðÿä èäóò ÷ëåíû èñ-
ñëåäóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âñå ÷èñëà âî âõîäíîì ôàéëå çàäàþòñÿ â
äåñÿòè÷íîì âèäå.
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Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûõîäíîé ôàéë ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ñòðîêè - öèôðû, âñòðåòèâøåé-
ñÿ â p-è÷íûõ çíà÷åíèÿõ áîëüøåãî ÷èñëà ÷ëåíîâ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ðåçóëüòàò âûäàåòñÿ â òåðìèíàõ p-è÷íîé ñèñòåìû. Ïðè÷åì, ïðè íåîá-
õîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü ëàòèíñêèå áóêâû, ñëåäóåò áðàòü áóêâû
âåðõíåãî ðåãèñòðà.

Ïðèìåðû

e.in e.out
10
535500222
3777660099
55532222

3

Ðàçáîð çàäà÷è E. Áîëüøå âñåõ

Âàæíî îðãàíèçîâàòü ïîäñ÷åò �î÷êîâ�, ïîëó÷åííûõ öèôðàìè-
ïðåòåíäåíòàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû öèôðà, ïðèñóòñòâóþùàÿ â äàííîì
÷èñëå, ïîëó÷èëà îò íåãî òîëüêî îäíî î÷êî, à íå ïðèñóòñòâóþùàÿ � 0.
Ïðè ïðîñìîòðå ÷èñåë è äîáûâàíèè öèôð íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî â
ðåàëèçàöèÿõ, êàê ïðàâèëî, îñòàòêè îò äåëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íà
ïîëîæèòåëüíûå ïîëó÷àþòñÿ îòðèöàòåëüíûå ðåçóëüòàòû (âîïðåêè ìàòåìà-
òè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ). Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ðèñê íåäîäàòü î÷êîâ íóëþ,
åñëè íå îáðàáàòûâàòü îòäåëüíûå ÷èñëà öèêëîì, ïðåäóñìàòðèâàþùèì
âûïîëíåíèå òåëà öèêëà õîòÿ áû îäèí ðàç. ×èñòî òåõíè÷åñêè: ââîäèòñÿ
ìàññèâ äëÿ íàêîïëåíèÿ î÷êîâ, ïîëó÷åííûõ öèôðàìè, à çàòåì ïðîñòî íàäî
áóäåò îïðåäåëèòü èíäåêñ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ýòîãî ìàññèâà.

Çàäà÷à F. Ñêîëüêî ïðåôèêñíûõ?

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: f.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: f.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Êàê èçâåñòíî, åùå â 20-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîëüñêèé ìàòåìàòèê
ßí Ëóêàñåâè÷ (Jan Lukasiewicz ) ïðåäëîæèë áåññêîáî÷íûå ôîðìû çàïèñè
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àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé, íàçûâàåìûå â åãî ÷åñòü ïîëüñêèìè çàïèñÿìè.
Ïðåôèêñíàÿ ïîëüñêàÿ çàïèñü ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì âûñòàâëåíèÿ çíàêà îïåðà-
öèè ïåðåä ñîîòâåòñòâóþùèìè (ñîîòâåòñòâóþùèì) îïåðàíäàìè (îïåðàíäîì).
Íàïðèìåð, åñëè èìååì èíôèêñíîå âûðàæåíèå (b− c/d)/(e ∗ f − (g+h ∗ k)),
òî ïðåôèêñíîé ôîðìîé ôðàãìåíòà “c/d� áóäåò “/cd�, ïðåôèêñíîé ôîðìîé
ôðàãìåíòà “b−c/d� áóäåò “−b/cd�. Ïðåôèêñíîé ôîðìîé ôðàãìåíòà “e∗f �
áóäåò “ ∗ ef �, ôðàãìåíòà “h ∗ k� áóäåò “ ∗ hk�, à ôðàãìåíòà “g + h ∗ k� -
“+g ∗hk�. Òîãäà âûðàæåíèþ “e∗f− (g+h∗k)� áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðå-
ôèêñíàÿ çàïèñü “−∗ef + g ∗ hk�, è ðàññìàòðèâàÿ ïîëó÷åííûå ïðåôèêñíûå
çàïèñè êàê îïåðàíäû çàêëþ÷èòåëüíîé îïåðàöèè � äåëåíèÿ, îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì: “/− b/cd− ∗ef + g ∗ hk�.

Ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à ïî çàäàííîìó öåëîìó N(1 <= N <= 50) îïðå-
äåëèòü ÷èñëî, ðàâíîå îáùåìó êîëè÷åñòâó âñåâîçìîæíûõ ïðåôèêñíûõ âûðà-
æåíèé äëèíû N , ñîäåðæàùåìó òîëüêî äâóìåñòíûå îïåðàöèè `+' `-' `*' `/',
à òàêæå íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî íåïîâòîðÿþùèõñÿ ïåðâûõ áóêâ äðåâíå-
ãðóçèíñêîãî, ëèáî ïîñëåäíèõ áóêâ ñîâðåìåííîãî óêðàèíñêîãî àëôàâèòîâ,
ëèáî íåïîâòîðÿþùèõñÿ è òåõ è äðóãèõ, âçÿòîå ïî ìîäóëþ 1 000 009,
ïðè óñëîâèè, ÷òî âñåâîçìîæíûå ïðåôèêñíûå âûðàæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå
ïðèâåäåííûì óñëîâèÿì, óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå ïîëó÷åíèÿ áîëüøèõ çíà÷å-
íèé, åñëè â êà÷åñòâå îïåðàíäîâ âçÿòî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ïîäðÿä
èäóùèõ öèôð äåâÿòåðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà Íåïåðà, íà÷è-
íàÿ ñ 753-é öèôðû äðîáíîé ÷àñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü íåîä-
íîçíà÷íîñòü òîëêîâàíèÿ ïîä÷åðêíåì, ÷òî èñêîìîå ÷èñëî ïîäñ÷èòûâàåòñÿ
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà íåïîâòîðÿ-
þùèõñÿ áóêâ.

Ïðèìå÷àíèå

Áóäåì ñ÷èòàòü äîêàçàííûì òåçèñ î ïóñòîòå ìíîæåñòâà îáùèõ áóêâ ñîâðå-
ìåííîãî óêðàèíñêîãî è äðåâíåãðóçèíñêîãî àëôàâèòîâ íà äàííûé ìîìåíò.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ôàéë ñîäåðæèò îäíó ñòðîêó � ÷èñëî N .

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Ôàéë ñîäåðæèò åäèíñòâåííå ÷èñëî (ðàçóìååòñÿ öåëîå :) ) - èñêîìûé ðå-
çóëüòàò.
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Ïðèìåðû

f.in f.out
1 1

5 192

Ðàçáîð çàäà÷è F. Ñêîëüêî ïðåôèêñíûõ?

Â ïåðâóþ î÷åðåäü çàìå÷àåì, ÷òî êàæäîìó ïðåôèêñíîìó âûðàæåíèþ âçà-
èìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïîñòôèêñíîå âûðàæåíèå. Çàìå÷àåì òàêæå,
÷òî ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, íå çíàÿ îñîáåííîñòåé ñîâðåìåííîãî óêðà-
èíñêîãî è äðåâíåãðóçèíñêîãî àëôàâèòîâ, òàêæå áåç çíàíèÿ ðàçëîæåíèÿ äå-
âÿòåðè÷íîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà Íåïåðà... Çàìå÷àåì òàêæå, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ
N � îòâåò 0. Äëÿ íå÷åòíûõ æåN ñðàçó îáîçíà÷èì n = N/2. Òîãäà ëåãêî çà-
ìåòèòü, ÷òî èñêîìûé îòâåò ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëîé (A∗B ∗C) mod 1 000 009,
ãäå A � ýòî êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ äâîè÷íûõ êîìáèíàöèé äëèíû 2 ∗ n,
â êîòîðûõ ïî n åäèíèö è íóëåé, è íè â êàêîé ìîìåíò êîëè÷åñòâî íóëåé
íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâî åäèíèö, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó Êàòàëàíà Cn.
Ïîÿñíÿþ � òàê êàê ìû çàìåíèëè ïîèñê êîëè÷åñòâà ïðåôèêñíûõ çàïèñåé
ïîèñêîì êîëè÷åñòâà ïîñòôèêñíûõ çàïèñåé, òî ñðàçó çàìå÷àåì, ÷òî ïåðâûé
ýëåìåíò çàïèñè îáÿçàòåëüíî îïåðàíä, à äàëüøå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íå
äîëæíî ñòàòü ðàâíûì êîëè÷åñòâó îïåðàíäîâ, à â èòîãå îïåðàíäîâ äîëæíî
áûòü ðîâíî íà 1 áîëüøå, ÷åì îïåðàöèé. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûì âûøå ñïîñî-
áîì ìû îïðåäåëÿåì êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ñòðóêòóð ïîñòôèêñíûõ çàïèñåé
äëèíû N â ðàçðåçå âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ îáåçëè÷åííûõ îïåðàíäîâ è îïåðà-
òîðîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî îïåðàíäû ìû îòîæäåñòâèëè ñ åäèíèöàìè, à îïåðàòîðû
ñ íóëÿìè.
B � ýòî êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èç n+1 ýëåìåíòîâ (êàæ-

äîå èç ýòèõ ïåðåñòàíîâîê áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îïðåäåëåííîìó âçàèìîðàñ-
ïîëîæåíèþ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà èç n + 1 íåïîâòîðÿþùèõñÿ îïåðàíäîâ
� òóò âàæíî íå çàáûòü î ïåðâîì îïåðàíäå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîñòôèêñ-
íîãî âûðàæåíèÿ). C � ýòî êîëè÷åñòâî ðàñïîëîæåíèé ÷åòûðåõ îïåðàöèé
(âîçìîæíî ïîâòîðÿþùèõñÿ) ïî n ìåñòàì. Ñîîòâåòñòâåííî, B = (n + 1)!,
C = 4n.
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Çàäà÷à G. Èç ïðåôèêñíîãî â èíôèêñíîå

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: g.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: g.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Êàê èçâåñòíî, åùå â 20-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîëüñêèé ìàòåìàòèê
ßí Ëóêàñåâè÷ (Jan Lukasiewicz ) ïðåäëîæèë áåññêîáî÷íûå ôîðìû çàïèñè
àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé, íàçûâàåìûå â åãî ÷åñòü ïîëüñêèìè çàïèñÿìè.
Ïðåôèêñíàÿ ïîëüñêàÿ çàïèñü ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì âûñòàâëåíèÿ çíàêà îïåðà-
öèè ïåðåä ñîîòâåòñòâóþùèìè (ñîîòâåòñòâóþùèì) îïåðàíäàìè (îïåðàíäîì).
Íàïðèìåð, åñëè èìååì èíôèêñíîå âûðàæåíèå (b− c/d)/(e ∗ f − (g+h ∗ k)),
òî ïðåôèêñíîé ôîðìîé ôðàãìåíòà “c/d� áóäåò “/cd�, ïðåôèêñíîé ôîðìîé
ôðàãìåíòà “b−c/d� áóäåò “−b/cd�. Ïðåôèêñíîé ôîðìîé ôðàãìåíòà “e∗f �
áóäåò “ ∗ ef �, ôðàãìåíòà “h ∗ k� áóäåò “ ∗ hk�, à ôðàãìåíòà “g + h ∗ k� -
“+g ∗hk�. Òîãäà âûðàæåíèþ “e∗f− (g+h∗k)� áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðå-
ôèêñíàÿ çàïèñü “−∗ef + g ∗ hk�, è ðàññìàòðèâàÿ ïîëó÷åííûå ïðåôèêñíûå
çàïèñè êàê îïåðàíäû çàêëþ÷èòåëüíîé îïåðàöèè � äåëåíèÿ, îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì: “/− b/cd− ∗ef + g ∗ hk�.

Ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à ïî çàäàííîìó ïðåôèêñíîìó âûðàæåíèþ ïîëó-
÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå èíôèêñíîå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Âñå îïåðàíäû èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ ó÷àñòâóþò â èíôèêñíîé ôîðìå,
ïðè÷åì èìåííî â òîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðîé îíè øëè â çàäàí-
íîì âûðàæåíèè;

2. Â ðåçóëüòèðóþùåì âûðàæåíèè ñêîáêè èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî â íåîáõî-
äèìûõ ñëó÷àÿõ (ò.å. êîãäà áåç ñêîáîê ñìûñë âûðàæåíèÿ äðóãîé).

Îãðàíè÷åíèÿ

Â èñõîäíîì âûðàæåíèè íåò ïðîáåëîâ, â êà÷åñòâå îïåðàíäîâ èñïîëüçîâà-
íû ëàòèíñêèå áóêâû ìàëîãî ðåãèñòðà, â êà÷åñòâå îïåðàöèé òîëüêî äâóìåñò-
íûå îïåðàöèè �+� �-� �*� �/� . Äëèíà èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò
50. Òåñòû ãàðàíòèðóþò, ÷òî â èñõîäíîì âûðàæåíèè îøèáîê íåò.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ôàéë ñîäåðæèò îäíó ñòðîêó � èñõîäíîå ïðåôèêñíîå âûðàæåíèå.
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Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Ôàéë äîëæåí ñîäåðæàòü åäèíñòâåííóþ ñòðîêó � ðåçóëüòàò ïðåîáðàçî-
âàíèÿ.

Ïðèìåðû

g.in g.out
-bc b-c

/b/cd b/(c/d)

Ïîÿñíåíèå

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå, â ïðèíöèïå, âîçìîæåí âàðèàíò âîîáùå áåç ñêîáîê:
b/c ∗ d, íî òàêîé îòâåò ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (à èìåííî, ïóíêòó 1).

Ðàçáîð çàäà÷è G. Èç ïðåôèêñíîãî â èíôèêñíîå

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò âñïîìíèòü, ÷òî åñëè îòðåâåðñèðîâàòü ïðå-
ôèêñíóþ çàïèñü, òî ïîëó÷èì çàïèñü, ñîïðÿæåííóþ ê ñîîòâåòñòâóþùåé
ïîñòôèêñíîé çàïèñè. Êàê èçâåñòíî, àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîé èí-
ôèêñíîé çàïèñè èç çàïèñè, ñîïðÿæåííîé ê ïîñòôèêñíîé îòëè÷àåòñÿ îò ñòàí-
äàðòíîãî àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ èíôèêñíîé çàïèñè íà îñíîâå ïîñòôèêñ-
íîé òîëüêî òåì, ÷òî ïðè îáðàáîòêå îïåðàöèé, îïåðàíäû ñ÷èòûâàþòñÿ èç
ñòåêà â ïîðÿäêå, ñîîòâåòñòâóþùåì èõ ïîÿâëåíèþ â èíôèêñíîé çàïèñè. ß
ïîçâîëþ ñåáå ïðèâåñòè ýòîò àëãîðèòì:

1. Âçÿòü ïóñòîé ñòåê.

2. Âçÿòü î÷åðåäíîé ýëåìåíò èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ. Åñëè ýòî íåâîçìîæíî
(ò.å. èñõîäíîå âûðàæåíèå èñ÷åðïàëîñü), òî ïåðåéòè ê ïóíêòó 5.

3. Åñëè î÷åðåäíîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì, òî ïîìåñòèòü åãî â ñòåê
è ïåðåéòè ê ïóíêòó 2.

4. Ò.ê. î÷åðåäíîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ çíàêîì îïåðàöèè, òî ñ÷èòàòü èç ñòå-
êà íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî îïåðàíäîâ (ñêîëüêî íåîáõîäèìî äëÿ äàí-
íîé îïåðàöèè), ñôîðìèðîâàòü ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé âûïîëíåíèþ
òåêóùåé îïåðàöèè íàä ñ÷èòàííûìè îïåðàíäàìè ñ ó÷åòîì ïîëó÷åíèÿ
îïåðàíäîâ èç ñòåêà â ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ â èíôèêñíîì âûðàæåíèè,
çàïèñàòü ýòîò ýëåìåíò â ñòåê è ïåðåéòè ê ïóíêòó 2.
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5. Âçÿòü ðåçóëüòàò èç ñòåêà, çàâåðøèòü âûïîëíåíèå àëãîðèòìà.

Îñòàëîñü àêêóðàòíî äåéñòâîâàòü äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ î ìè-
íèìóìå ñêîáîê. Äëÿ ýòîãî óäîáíî ðàáî÷èé ñòåê ñîïðîâîäèòü èíôîðìàöèåé
îá îïåðàöèè, ÿâëÿþøåéñÿ ñàìîé ïîñëåäíåé (âåðõíåé) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ýëåìåíòà ñòåêà, ïîñëå ÷åãî íåîáõîäèìîñòü îáðàìëåíèÿ ýëåìåíòîâ, ñ÷è-
òàííûõ èç ñòåêà êðóãëûìè ñêîáêàìè, ìîæíî îïðåäåëèòü â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

Îáðàáàòûâàåìàÿ îïåðàöèÿ Ïîñëåäíÿÿ îïåðàöèÿ â Ïîñëåäíÿÿ îïåðàöèÿ âî
ïåðâîì îïåðàíäå âòîðîì îïåðàíäå

# + - * / # + - * /
+
- ( ) ( )
* ( ) ( ) ( ) ( )
/ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Çíàê �#� îçíà÷àåò îòñóòñòâèå êàêîé-ëèáî îïåðàöèè â ñîîòâåòñòâóþùåì
îïåðàíäå. Ñìûñë îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ òàáëèöû î÷åâèäåí.

Çàäà÷à H. Ðàâíîñèëüíîñòü

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: h.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: h.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Øêîëüíèê Áåêà îáíàðóæèë, ÷òî îäíî è òî æå ñîòíîøåíèå ìîæíî çàïè-
ñàòü ïî-ðàçíîìó. Íàïðèìåð: �x>=25� ìîæíî çàïèñàòü è êàê �x-25>=0�, è
êàê �25<=x� è äàæå êàê �2 ∗ x − 3 ∗ y − 12 >= x − y ∗ 3 + 13�. Îí ñòàë
ïðîâåðÿòü ðàâíîñèëüíîñòü ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïðèâåäåííûõ â îäíîì
òîëñòîì çàäà÷íèêå ïî ìàòåìàòèêå. Íàïîìíèì, ÷òî äâà ñîîòíîøåíèÿ íàçû-
âàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïëåêòà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ,
èñïîëüçîâàííûõ â íèõ, ëèáî îáà ýòè ñîîòíîøåíèÿ âåðíû, ëèáî îáà îíè íå
âåðíû (ò.å. åñëè èõ ò.í. èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû âñåãäà).

Çàäàâøèñü öåëüþ ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü àáñîëþòíî âñåõ ñîîòíîøå-
íèé èç êíèãè, Áåêà âñêîðå ïîíÿë, ÷òî åìó íåîáõîäèìà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ
ïîìîæåò óñêîðèòü ýòó ðàáîòó. Ïðîãðàììèðîâàòü îí åùå íå óìååò, ïîýòîìó
ïðîñèò î ïîìîùè Âàñ.

Íóæíî ñîñòàâèòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî çàäàííûì äâóì ñîîòíîøåíè-
ÿì âûäàñò çàêëþ÷åíèå îá èõ ðàâíîñèëüíîñòè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå � ëèáî
Y ES, ëèáî NO. Êàæäîå èç ñîîòíîøåíèé çàäàíî â âèäå ñòðîêè. Â êà÷åñòâå
çíàêà ñîîòíîøåíèÿ ìîæåò áûòü îäèí èç ñëåäóþùèõ: �<� �<=� �>� �>=�
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�=� �<>�. Â êà÷åñòâå îïåðàíäîâ âûðàæåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ ëåâóþ è ïðà-
âóþ ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ, ìîãóò áûòü ëèáî äâóõñèìâîëüíûå ñî÷åòàíèÿ X0,
X1,. . . , X9, îáîçíà÷àþùèå ïåðåìåííûå, ëèáî íå áîëåå ÷åì äâóçíà÷íûå äå-
ñÿòè÷íûå ÷èñëà (âîçìîæíî ñ âåäóùèì íóëåì). Â êà÷åñòâå çíàêîâ îïåðàöèé
â âûðàæåíèÿõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå: �-� �+� �*�.

Îãðàíè÷åíèÿ

Äëèíà êàæäîé ñòðîêè, ñîäåðæàùåé èññëåäóåìîå ñîîòíîøåíèå, íå ìåíü-
øå 3 è íå áîëüøå 1 000. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòàâëåííîé òîëüêî èç
çíàêîâ îïåðàöèé îòäåëüíî äëÿ ëåâîé è îòäåëüíî äëÿ ïðàâîé ÷àñòåé, çíàê
óìíîæåíèÿ íå ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ äâàæäû ïîäðÿä. Ñòðîêè íå ñîäåðæàò
ïðîáåëîâ. Â âûðàæåíèè ïåðåìåííàÿ ìîæåò óìíîæàòüñÿ òîëüêî íà ÷èñëî.
Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî ìîæåò óìíîæàòüñÿ òîëüêî íà ïåðåìåííóþ.

Òåñòû ãàðàíòèðóþò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ çàäàíû êîððåêòíî. Ò.å. ó êàæäîãî
ñîîòíîøåíèÿ åñòü ðîâíî îäèí çíàê ñðàâíåíèÿ, à òàêæå åñòü è ïðàâàÿ, è
ëåâàÿ ÷àñòè, çàäàííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò äâå ñòðîêè, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèâåäåííûì
îãðàíè÷åíèÿì. Â êàæäîé ñòðîêå ïî îäíîìó ñîîòíîøåíèþ, óäîâëåòâî-
ðÿþùåìó ïðèâåäåííûì óñëîâèÿì.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ñòðîêó. Â ýòîé ñòðîêå ñ ïåðâîé
ïîçèöèè äîëæåí áûòü òåêñò YES, åñëè ñòðîêè ýêâèâàëåíòíû, à â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå äîëæåí áûòü (òàêæå ñ ïåðâîé ïîçèöèè) òåêñò NO.

Ïðèìåðû

h.in h.out
2<-1

X0+32=0*X1-X0-25+X0*2

YES

X0-07*X3>=17+3*X4

X4+15+X0+X3*7<=2*X0-2*X4-3

NO

Ðàçáîð çàäà÷è H. Ðàâíîñèëüíîñòü

Âíà÷àëå çàìå÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñîîòíî-
øåíèé ìîãóò áûòü òîëüêî ëèíåéíûìè âûðàæåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè íå áî-
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ëåå ÷åì 10 ïåðåìåííûõ. Ó÷èòûâàÿ åùå è ñâîáîäíûé ÷ëåí, êàæäóþ èç ÷àñòåé
ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàçèòü íà âåêòîð, ñîñòîÿùèé
èç 11 öåëûõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, óäîáíî âûäåëèòü ïîäñòðîêó, ñîäåðæàùóþ âû-
ðàæåíèå, ñîñòàâëÿþùåå îäíó èç ÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿ è èìåòü ïîäïðîãðàì-
ìó, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò ñòðîêó â ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð. Äàëüøå, âû÷èòàÿ
ïî÷ëåííî èç îäíîãî âåêòîðà äðóãîé, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíò çàäàííîãî âûðà-
æåíèÿ ñ íóëåì â ïðàâîé ÷àñòè. Äîáü¼ìñÿ ïîëîæèòåëüíîãî çíàêà ó ïåðâîãî
íåíóëåâîãî ýëåìåíòà âåêòîðà (ïðè íåîáõîäèìîñòè èçìåíèì çíàê ñðàâíåíèÿ
íà ïðîòèâîïîëîæíûé). Ïîëó÷èâ ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáîèõ ñðàâ-
íèâàåìûõ ñîîòíîøåíèé, îñòàíåòñÿ ðàññìîòðåòü 3 ñëó÷àÿ:

1. Îáà ñîîòíîøåíèÿ íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòî íå-
îáõîäèìî ñðàâíèòü èõ åäèíñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

2. Õîòÿ áû îäíî èç ñîîòíîøåíèé ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ, íî çíàêè ñðàâ-
íåíèÿ ó íèõ ðàçíûå. Â ýòîì ñëó÷àå, îòâåò îòðèöàòåëüíûé.

3. Ñðàâíèâàåì ïî÷ëåííî âåêòîðû ïðåäñòàâëåíèé. Åñëè âñòðåòèëñÿ íóëü,
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íå íóëü, ëèáî ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû èìå-
þò ðàçíûå çíàêè, òî îòâåò îòðèöàòåëüíûé. Îñòàëîñü ïðåäóñìîòðåòü
âîçìîæíîñòü ðàçíûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû êîòîðûõ
ïðîïîðöèîíàëüíû.

Çàäà÷à I. Òðîè÷íàÿ ëîãèêà

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: i.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: i.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ãîâîðÿò, ÷òî íà çàðå çàðîæäåíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñóïðóãè ïðîãðàì-
ìèñòîâ, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðîãðàììèñòàìè (ïðåäñòàâüòå ñåáå � òàêîå òîæå
èíîãäà èìååò ìåñòî), óêàçûâàëè ñâîèì ñóïðóãàì íà îòîðâàííîñòü îò æèç-
íè ñòðîãî äâîè÷íîé ëîãèêè. Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî êðèòèêå ïîäâåðãàëñÿ
äàæå âñåì èçâåñòíûé îïåðàòîð âåòâëåíèÿ â òîì èëè èíîì âèäå ðåàëèçîâàí-
íûé ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïðîãðàììèñòñêèõ èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâàõ.
Ñêàæó ïî ñåêðåòó, ÷òî èçâåñòåí ïðîåêò ðàñøèðåííîãî îïåðàòîðà âåòâëå-
íèÿ ÅÑËÈ ÒÎ ÈÍÀ×Å ÍÎ !? � ñ íåïðåìåííûì èñïîëüçîâàíèåì äâîéíî-
ãî ñèìâîëà �!?� â êà÷åñòâå åãî ïðèçíàêà çàâåðøåíèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî èìåííî
ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñòèìóëèðîâàëî ðàçâèòèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ íåäâîè÷íîé
ëîãèêè, à òàêæå ïîÿâëåíèå ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ îïåðàòîðà âûáîðà (ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ). . . Ïîêà åùå íåò îôèöèàëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî îò÷åòà î òîì,
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êàê ïîâëèÿëè ñèè íîâàöèè íà âíóòðèñåìåéíûé êëèìàò ñåìåé, â êîòîðûõ
òîëüêî îäèí èç ñóïðóãîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììèñòîì, íî âûâîä î ÷ðåçâû÷àé-
íîé âàæíîñòè ðîëè ñóïðóãîâ ïðîãðàììèñòîâ â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ìîæíî ñäåëàòü îäíîçíà÷íî.

Ïóñòü äàíî âûðàæåíèå, ñîñòàâëåííîå èç ÷èñåë 0,1,2, ïåðåìåííûõ, êîòî-
ðûå ìîãóò ïîëó÷èòü òîëüêî îäíî èç ýòèõ çíà÷åíèé (0,1,2) à òàêæå îïåðà-
öèé ñðàâíåíèÿ, ëîãè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, îòðèöàíèÿ è �ñòðîãîãî�
ëîãè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ (àíàëîãà èñêëþ÷àþùåãî èëè), îïðåäåëåííûõ â ñîîò-
âåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè òàáëèöàìè:

x y x < y x = y x <= y !x x&y x|y x � y
0 0 0 2 2 2 0 0 0
0 1 2 0 2 2 0 1 1
0 2 2 0 2 2 0 2 2
1 0 0 0 0 1 0 1 1
1 1 0 2 2 1 1 1 2
1 2 2 0 2 1 1 2 0
2 0 0 0 0 0 0 2 2
2 1 0 0 0 0 1 2 0
2 2 0 2 2 0 2 2 1

Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå îïðåäåëåííûìè îïåðàöèè �>� �>=� �<>� â ñîîò-
âåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè. Äëÿ ëþáûõ äâóõ x,y, çíà÷åíèÿ
êîòîðûõ 0, 1 ëèáî 2:

� x>y ðàâíîñèëüíî !(x<y) & !(x=y)

�� x>=y ðàâíîñèëüíî (x>y) | (x=y)

� x <> y ðàâíîñèëüíî !(x=y)
Ïðèîðèòåòû îïåðàöèé ïðèâåäåíû íèæå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ:
!
< > <= >=
= <>
&
�
|

Â âûðàæåíèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êðóãëûå ñêîáêè. Äëÿ çàäàííîãî
âûðàæåíèÿ è (ïðè íåîáõîäèìîñòè) çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ,
îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ.
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Îãðàíè÷åíèÿ

Âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò ïðîáåëîâ è ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå òðåõ îä-
íîñèìâîëüíûõ ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû òîëüêî `x', `y', `z'. Äëèíà êàæäîãî âûðàæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 100.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò îäíî ÷èñëî, êîëè÷åñòâî òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, êî-
òîðîå íå ïðåâîñõîäèò 1 000 è íå ìåíüøå 1. Äàëüøå èäåò ñîîòâåòñòâóþùåå
êîëè÷åñòâî òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Êàæäûé òåñòîâûé ïðèìåð íà÷èíàåòñÿ ñî
ñòðîêè, ñîäåðæàùåé èñõîäíîå âûðàæåíèå. Çà ñòðîêîé, ñîäåðæàùåé âûðà-
æåíèå, ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íå ìåíåå îäíîé ñòðîêè, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò ïî 3 ÷èñëà, çàïèñàííûå ÷åðåç ïðîáåë � ñîîòâåòñòâåí-
íî, çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x,y,z. Ïðèçíàêîì êîíöà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñòðîê áóäåò ñòðîêà ñ åäèíñòâåííûì ÷èñëîì, ðàâíûì 3.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Âûõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé, ïðèâåäåííûõ â îòäåëü-
íûõ ñòðîêàõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé, ïðèâåäåííîé âî âõîä-
íîì ôàéëå.

Ïðèìåðû

i.in i.out
2
2&1|1<=1 � (2|1)
1 1 1
3
x&z|x<=z � (x|1)
2 1 1
0 0 1
3

1
2
0

Ðàçáîð çàäà÷è I. Òðîè÷íàÿ ëîãèêà

Ñòðóêòóðà âõîäíîãî ôàéëà ïîäñêàçûâàåò, ÷òî âíà÷àëå íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü ïîñòôèêñíîå âûðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âû÷èñëÿåìîìó
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âûðàæåíèþ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðåäóñìîòðåòü äâà âèäà ïàðàìåòðîâ -
êîíñòàíòû è ïåðåìåííûå. Êîíñòàíòû áóäóò ïðåäñòàâëåíû èõ çíà÷åíèåì, à
ïåðåìåííûå èõ íîìåðîì. Ïðè âû÷èñëåíèè ïåðåìåííàÿ áóäåò çàìåùàòüñÿ
çíà÷åíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðó. Ïîñëå ýòîãî îñòàíåòñÿ ïðèìåíèòü
ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ê ïîëó÷åííîìó ïîñòôèêñíîìó âûðà-
æåíèþ íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ðàç. Ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè
çàìå÷àåì ñëåäóþùèå ñïîñîáû ðåàëèçàöèè îïåðàöèé, îïðåäåëåííûõ â
óñëîâèè çàäà÷è:
x&y ≡ min(x, y)
x|y ≡ max(x, y)
x � y ≡ (x+ y) mod 3
!x ≡ 2− x

Ðåàëèçàöèÿ îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ î÷åâèäíà.

Çàäà÷à J. Êîíòàêòû

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: j.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: j.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Äâà Ìèðà âûøëè íà êîíòàêò è îáíàðóæèëè, ÷òî îíè ôîðìóëèðóþò ñâîè
ìûñëè â îöèôðîâàííîì âèäå âïîëíå ïîíÿòíûì äðóã äëÿ äðóãà ñïîñîáîì.
Îäíî ìåøàåò ïîëíîöåííîìó îáùåíèþ � îäèí èç ýòèõ Ìèðîâ ïîëüçóåòñÿ
ïîçèöèîííîé ñèñòåìîé ñ îñíîâàíèåì p, à äðóãîé � ñèñòåìîé ñ îñíîâàíèåì
q è ýòè îñíîâàíèÿ ðàçëè÷íû. Íàøà çàäà÷à � ïîìî÷ü îáùåíèþ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âî âõîäíîì ôàéëå çàäàþòñÿ äâà ÷èñëà p è q (â äåñÿòè÷íîì âèäå), à çàòåì
îäíà ñòðîêà � îöèôðîâàííîå ñîîáùåíèå (÷èñëî) â ñèñòåìå ñ îñíîâàíèåì
p. Äëèíà ñòðîêè íå áîëåå 1 000 ñèìâîëîâ. 2 ≤ p, q ≤ 16, p <> q. Ïðè
íåîáõîäèìîñòè, â êà÷åñòâå öèôð, ïðåâîñõîäÿùèõ 9 èñïîëüçóþòñÿ áîëüøèå
ëàòèíñêèå áóêâû.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â âûõîäíîì ôàéëå ñòðîêà � çíà÷åíèå èñõîäíîãî ÷èñëà â q-è÷íîé ñè-
ñòåìå áåç âåäóùèõ íóëåé. Ïðè ýòîì, â êà÷åñòâå öèôð, ïðåâîñõîäÿùèõ 9
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èñïîëüçîâàòü íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî áîëüøèõ ëàòèíñêèõ áóêâ.

Ïðèìåðû

j.in j.out
7 10
523224

89982

10 7
89982

523224

16 12
AC

124

Ðàçáîð çàäà÷è J. Êîíòàêòû

Ñëåäóåò àêêóðàòíî ðåàëèçîâàòü îäèí èç àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåííûõ íà
ëåêöèè.

Çàäà÷à K. Ìîùíîñòü

Èìÿ âõîäíîãî ôàéëà: k.in
Èìÿ âûõîäíîãî ôàéëà: k.out
Îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè: 1 ñåêóíäà
Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè: 256 Ìá

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàéòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îïðåäå-
ëÿåò êîíêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîé ãðóïïû èç 8 îáúåêòîâ, ïðè÷åì
ðàçíûå áàéòû ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì íåïåðåñåêàþùèìñÿ ãðóïïàì îáúåê-
òîâ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ãðóïïû ïåðåíóìåðîâàíû â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå �
èìåííî â òîì, â êîòîðîì çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ
áàéòîâ. Îáúåêòû âíóòðè ãðóïï òàêæå ïåðåíóìåðîâàíû íà÷èíàÿ ñ íóëÿ.
Ïîýòîìó ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îáú-
åêòàìè âíóòðè ãðóïïû è äâîè÷íûìè ïîçèöèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåãî áàéòà.
Íàëè÷èå îáúåêòà â ïîäìíîæåñòâå îçíà÷àåò âûñòàâëåíèå åäèíèöû â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïîçèöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî áàéòà, à åãî îòñóòñòâèå ñîîòâåòñòâóåò
íóëþ â ýòîé ïîçèöèè.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îáúåäèíåíèÿ ïîäìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîäðÿä ðàñïîëîæåííûì ãðóïïàì.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íåíóëåâóþ ìîùíîñòü, êîòîðàÿ ÷àùå âñåãî âñòðå-
÷àåòñÿ ñðåäè ìîùíîñòåé îáúåäèíåíèé ïîäðÿä èäóùèõ ïîäìíîæåñòâ, îáëà-
äàþùèõ ñâîéñòâîì áûòü ðàâíûìè ó÷åòâåðåííîé äëèíå ñîîòâåòñòâóþùåãî
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äèàïàçîíà â áàéòàõ. Ñðåäè ïðåòåíäåíòîâ, èìåþùèõ ðàâíûå ïîêàçàòåëè, âû-
áðàòü ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî.

Âñïîìíèì, ÷òî ìîùíîñòüþ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñ÷èòàåòñÿ êîëè÷åñòâî
åãî ýëåìåíòîâ.

Ôîðìàò âõîäíîãî ôàéëà

Âî âõîäíîì ôàéëå çàäàåòñÿ ñòðîêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé èñõîäíóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü áàéòîâ. Îäíîìó áàéòó ñîîòâåòñòâóþò 2 ïîäðÿä èäóùèõ
ñèìâîëà, çàäàþùèõ äâóçíà÷íîå øåñòíàäöàòåðè÷íîå ÷èñëî � çíà÷åíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåãî áàéòà. Ñòðîêà èìååò ÷åòíóþ äëèíó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 4 000.

Ôîðìàò âûõîäíîãî ôàéëà

Â âûõîäíîì ôàéëå âûâîäèòñÿ åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî � èñêîìàÿ ìîù-
íîñòü.

Ïðèìåðû

k.in k.out
457À 8

Ðàçáîð çàäà÷è K. Ìîùíîñòü

Ñðàçó çàìå÷àåì, ÷òî äëÿ íàñ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîùíîñòåé ïîäìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áàéòîâ. Ðàçóìååòñÿ, ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåêîòîðî-
ìó áàéòó ðàâíà êîëè÷åñòâó åäèíèö â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ýòîãî áàéòà.
Ñîîòâåòñòâåííî, ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâ ãðóïï íåêîòîðîãî äèàïàçîíà ðàâ-
íà ñóììå åäèíèö ñîîòâåòñòâóþùèõ áàéòîâ. Íå ñëåäóåò ïîääàâàòüñÿ ïðîâî-
êàöèè ïîäñ÷èòàòü äëÿ êàæäîãî áàéòà êîëè÷åñòâî åäèíèö. Íóæíî çàðàíåå
ïîäãîòîâèòü ìàññèâ èç 16 ýëåìåíòîâ, ãäå ýëåìåíò ñ èíäåêñîì i (0 ≤ i ≤ 15)
áóäåò ðàâåí êîëè÷åñòâó åäèíèö â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà i. Òîãäà ïî
õîäó ñ÷èòûâàíèÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâà,
èìåþùåãî ïîðÿäêîâûé íîìåð i áóäåò ðàâíà B[S[2 ∗ i]] +B[S[2 ∗ i+ 1]], ãäå
S[i] - ýòî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå i-ãî ñèìâîëà âõîäíîãî ôàéëà, à B[i] - ýòî i-ûé
ýëåìåíò âûøåîïèñàííîãî ìàññèâà.

Äàëüøå íå ñëåäóåò ïîääàâàòüñÿ ïðîâîêàöèè îðãàíèçîâàòü ñòðóêòóðó
ñóììàòîðà. Çíà÷èòåëüíî ïðîùå è îïðàâäàííåå ïðîñìàòðèâàòü äèàïàçîíû â
òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òîáû ëåã÷å áûëî äëÿ ïîäñ÷åòà íîâîé ìîùíî-
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ñòè ìàêñèìàëüíî ïðîäóêòèâíî èñïîëüçîâàòü óæå ïîäñ÷èòàííûå ìîùíîñòè.
Çäåñü ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ïðîñòûõ, íî ýôôåêòèâíûõ âàðèàíòîâ.
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